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LE PROBLE`ME DES DIVISEURS POUR DES FORMES
BINAIRES DE DEGRE´ 4
par
R. de la Brete`che & T.D. Browning
A` la me´moire affectueuse de George Greaves
Re´sume´. — Nous e´tudions l’ordre moyen du nombre de diviseurs des valeurs de
certaines formes binaires quartiques qui ne sont pas irre´ductibles sur Q.
Abstract. — We study the average order of the divisor function, as it ranges over
the values of binary quartic forms that are reducible over Q.
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1. Introduction
Soient L1, L2 ∈ Z[x] deux formes line´aires non proportionnelles ou` x = (x1, x2),
Q ∈ Z[x] une forme quadratique irre´ductible sur Q et R une re´gion borne´e convexe
de R2. Nous nous proposons d’estimer asymptotiquement lorsque X tend vers +∞
la somme
T (X) =
∑
x∈Z2∩XR
τ(L1(x)L2(x)Q(x)),
ou` XR := {Xx : x ∈ R}. Ici, τ de´signe la fonction nombre de diviseurs.
Cette estimation re´sultera de l’e´tude de la somme
S(X) := S(X;L1, L2, Q,R) =
∑
x∈Z2∩XR
τ(L1(x))τ(L2(x))τ(Q(x)).
Classification mathe´matique par sujets (2000). — 11N37.
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Ce travail a certains points communs avec [2] ou` nous ge´ne´ralisions le travail de
Heath-Brown [5] concernant les sommes∑
x∈Z2∩XR
r(L1(x))r(L2(x))r(L3(x))r(L4(x)), (1.1)
lorsque les Li sont des formes line´aires non proportionnelles deux a` deux. Ici la
quantite´ r(n) de´signe le nombre de repre´sentations de n comme une somme de deux
carre´s.
Dans toute la suite, nous ferons sur les formes L1, L2, Q et R les hypothe`ses
minimales suivantes :
(H1) R est un ouvert borne´, convexe avec une frontie`re de´finie par une fonction
continuement diffe´rentiable par morceaux,
(H2) L1 et L2 ne sont pas proportionnelles et Q est irre´ductible sur Q,
(H3) Li(x) > 0 et Q(x) > 0 pour tout x ∈ R,
et nous noterons
L1(x) := a1x1 + b1x2,
L2(x) := a2x1 + b2x2,
Q(x) := a3x
2
1 + b3x
2
2 + c3x1x2,
(1.2)
avec
∆ = disc(Q) = c23 − 4a3b3. (1.3)
Nous introduisons les notations, lorsque d = (d1, d2, d3) ∈ N3,
Λ(d) := {x ∈ Z2 : di | Li(x), d3 | Q(x)} (1.4)
et
̺(d) = ̺(d;L1, L2, Q) := #
(
Λ(d) ∩ [0, d1d2d3)2
)
. (1.5)
Le re´sultat principal de notre article est le suivant.
The´ore`me 1. — Soit ε > 0. Lorsque L1, L2, Q,R satisfont (H1)–(H3) et lorsque
X > 2, on a
T (X) = 2C vol(R)X2(logX)3 +O(X2(logX)2+ε),
ou` la constante implicite dans le O de´pend de ε, des formes line´aires L1, L2, Q et de
la borne supe´rieure de R et ou`
C :=
∏
p
(
1− 1
p
)3(
1 +
∑
ν∈N
̺(1, pν , 1) + ̺(pν , 1, 1) + ̺(1, 1, pν)
p2ν
)
.
Ce proble`me s’inscrit dans le cadre plus ge´ne´ral de l’estimation de la somme
TF (X) =
∑
x∈Z2∩XR
τ(F (x))
lorsque F est une forme binaire de degre´ 4 de Z[x]. Lorsque F est irre´ductible sur
R, Daniel [4] a montre´
TF (X) = 4CF vol(R)X2 logX +O(X2 log logX)
lorsque R = {x ∈ R2 : |f(x)| 6 1} et
CF =
∏
p
(
1− 1
p
) ∑
ν∈Z>0
̺F (p
ν)
p2ν
,
avec ̺F (d) := #{x ∈ [0, d)2 : d | F (x)}.
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Nous sommes convaincus que les me´thodes de´veloppe´es dans cet article seront
utiles pour e´tablir une estimation asymptotique de TF (X) lorsque F est une forme
binaire de degre´ 4 de Z[x] qui n’est pas traite´e par notre re´sultat ou celui de Daniel.
Remerciements. — Une partie de ce travail a e´te´ re´alise´e lors de la venue du
deuxie`me auteur a` l’Universite´ Paris 7–Denis Diderot et a` l’Universite´ Paris 6–
Pierre et Marie Curie. Que ces institutions soient ici chaleureusement remercie´es
pour leur accueil et leur soutien financier. Le deuxie`me auteur be´ne´ficie du soutien
de la bourse EPSRC nume´rote´e EP/E053262/1.
2. Me´thode et autres re´sultats
Pour e´tablir le The´ore`me 1, nous estimons des sommes ge´ne´ralisant S(X) en pre´-
tant une attention particulie`re a` l’uniformite´ par rapport aux diffe´rents parame`tres.
Pour cela, nous introduisons les quantite´s suivantes
L∞ = L∞(L1, L2, Q) := max{‖L1‖, ‖L2‖, ‖Q‖} (2.1)
ou` ‖ · ‖ de´signe le maximum de la valeur absolue des coefficients de la forme con-
side´re´e, et
r∞ = r∞(R) := sup
x∈R
max{|x1|, |x2|}, (2.2)
r′ = r′(L1, L2, Q,R) := sup
x∈R
max{|L1(x)|, |L2(x)|,
√
|Q(x)|}. (2.3)
Dans toute la suite, nous conside´rerons, pour des ensembles V de R3 de´finis comme
une intersection finie d’hyperplans a` coefficients borne´s, les sommes de´finies par
S(X;V ) := S(X;L1, L2, Q,R, V ) =
∑
x∈Z2∩XR
τ(L1(x), L2(x), Q(x);V ),
avec, lorsque V ⊆ [0, 1]3,
τ(L1(x), L2(x), Q(x);V ) := #

d ∈ N
3 :
di | Li(x), d3 | Q(x)
(
log d1
log r′X ,
log d2
log r′X ,
log d3
2 log r′X
)
∈ V

 .
La de´pendance de τ(L1(x), L2(x), Q(x);V ) a` X et R sera toujours omise. Lorsque
V = [0, 1]3, nous avons S(X,V ) = S(X).
The´ore`me 2. — Soit ε > 0. Lorsque L1, L2, Q,R satisfont (H1)–(H3), V est un
sous-ensemble de [0, 1]3 de´fini comme une intersection finie d’hyperplans a` coeffi-
cients borne´s et r′X1−ε > 1, on a
S(X;V ) =2vol(R) vol(V )X2(log r′X)3
∏
p
σp
+O
(
Lε∞(r∞r
′ + r2∞)X
2(logX)2 log logX
)
,
(2.4)
ou`
σp :=
(
1− 1
p
)3 ∑
ν∈Z3
>0
̺(pν1 , pν2 , pν3)
p2ν1+2ν2+2ν3
. (2.5)
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L’ensemble (1.4) n’est pas un re´seau. L’e´tape essentielle de la preuve de cette
estimation est de se ramener a` un comptage sur des re´seaux de Z2 en s’inspirant de
l’important article [4].
Le The´ore`me 2 nous permet d’estimer des sommes plus ge´ne´rales de la forme
S(X,d,D;V ) = S(X,d,D;L1, L2, Q,R, V )
:=
∑
x∈Λ(D)∩XR
τ
(L1(x)
d1
,
L2(x)
d2
,
Q(x)
d3
;V
)
,
lorsque d,D ∈ N3 tels que di | Di.
Conside´rons
σp(d,D) :=
(
1− 1
p
)3 ∑
ν∈Z3
>0
̺(pN1 , pN2 , pN3)
p2N1+2N2+2N3
, (2.6)
avec
λi = vp(di), µi = vp(Di), Ni = max{µi, νi + λi}. (2.7)
Soit δ(D) le plus grand entier δ tel que
Λ(D) ⊆ {x ∈ Z2 : δ | (x1, x2)}, (2.8)
ou` (x1, x2) de´signe, ici et dans toute la suite, le pgcd des entiers x1 et x2. Lorsque
L1, L2, Q des formes satisfont (H2), nous e´crirons ℓ1, ℓ2, q des entiers et L
∗
1, L
∗
2, Q
∗
des formes primitives tels que
L1 = ℓ1L
∗
1, L2 = ℓ2L
∗
2, Q = qQ
∗, (2.9)
et utilisons la notation
D′ :=
( D1
(D1, ℓ1)
,
D2
(D2, ℓ2)
,
D3
(D3, q)
)
. (2.10)
Nous emploierons syste´matiquement la notation
D := D1D2D3
et
∆12 := Res(L1, L2) = a1b2 − a2b1,
∆i3 := Res(Li, Q) = a3b
2
i + b3a
2
i − c3aibi = Q(−bi, ai).
(2.11)
Comme Q est irre´ductible, nous avons ∆i3 6= 0. De plus, comme L1 et L2 ne sont
pas proportionnelles, on a ∆12 6= 0. Nous notons aussi
a(D,∆) := (D1,∆12)(D2,∆12)(D3,∆(∆13,∆23)), (2.12)
avec ∆ := (∆,∆12,∆13,∆23) et ∆ introduit en (1.3). Enfin, nous posons
a′(D,∆) := (D′1,∆
′
12)(D
′
2,∆
′
12)(D3,∆
′(∆′13,∆
′
23)), (2.13)
ou` ∆′ := (∆′,∆′12,∆
′
13,∆
′
23) = (∆/q
2,∆12/ℓ1ℓ2,∆13/ℓ
2
1q,∆23/ℓ
2
2q). Autrement a
′
prend la valeur a apre`s avoir rendu les formes L1, L2, Q primitives. A` partir du
The´ore`me 2, nous de´montrerons le re´sultat suivant.
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The´ore`me 3. — Soit ε > 0. Lorsque L1, L2, Q,R satisfont (H1)–(H3), V est un
sous-ensemble de [0, 1]3 de´fini comme une intersection finie d’hyperplans a` coeffi-
cients borne´s, d et D tels que di | Di et r′X1−ε > 1, on a
S(X,d,D;V ) =2vol(R) vol(V )X2(log r′X)3
∏
p
σp(d,D)
+O
((DL∞)ε
δ(D)
a′(D,∆)(r∞r
′ + r2∞)X
2(logX)2 log logX
)
.
De plus, on a
∏
p σp(d,D)≪ Lε∞Dεa′(D,∆).
La somme S(X,d,D;V ) est directement relie´e au cardinal des points a` coor-
donne´es entie`res sur la varie´te´ affine d’e´quation
Li(x) = disiti, Q(x) = d3s3t3. (2.14)
La constante attendue dans le terme principal de S(X,d,D;V ) peut eˆtre interpre´te´e
comme un produit convenable de densite´s locales avec ω∞(R, V ) la densite´ archi-
me´dienne associe´e a` la varie´te´ de´finie par (2.14). Cette quantite´ sera explicitement
de´finie en (4.1). De la meˆme manie`re que dans [2] pour les sommes introduites
en (1.1), nous montrons que le terme principal est bien celui qui est attendu.
Lorsque λ = (λ1, λ2, λ3) ∈ Z3>0, µ = (µ1, µ2, µ3) ∈ Z3>0 et p un nombre premier,
nous conside´rons
Nλ,µ(p
n) := #

(x, s, t) ∈ (Z/pnZ)8 :
Li(x) ≡ pλisiti (mod pn)
Q(x) ≡ pλ3s3t3 (mod pn)
pµi | Li(x), pµ3 | Q(x)

 ,
et
ωλ,µ(p) := lim
n→∞
p−5n−λ1−λ2−λ3Nλ,µ(p
n).
Cette quantite´ correspond a` la densite´ p-adique associe´e a` la varie´te´ de´finie par (2.14).
The´ore`me 4. — Soient L1, L2, Q,R satisfont (H1)–(H3) et d, D tels que di | Di.
On a ω∞(R, V ) = 2vol(R) vol(V ) et ωλ,µ(p) = σp(d,D), pour tout p.
Le The´ore`me 3 permet facilement de de´montrer d’autres re´sultats dont nous au-
rons besoin dans un travail ulte´rieur concernant la conjecture de Manin et qui ont
e´te´ a` l’origine de ce travail.
Le premier concerne l’estimation des sommes
S∗(X,d,D;V ) = S∗(X,d,D;L1, L2, Q,R, V )
:=
∑
x∈Λ(D)∩XR
(x1,x2)=1
τ
(L1(x)
d1
,
L2(x)
d2
,
Q(x)
d3
;V
)
,
lorsque d,D ∈ N3 tels que di | Di. Pour exprimer notre re´sultat, nous introduisons
̺∗(d) = ̺∗(d;L1, L2, Q)
:= #
{
x ∈ Λ(d) ∩ [0, d1d2d3)2 : (x1, x2, d1d2d3) = 1
}
.
(2.15)
Lorsque vp(D) > 1, nous de´finissons
σ∗p(d,D) :=
(
1− 1
p
)3 ∑
ν∈Z3
>0
̺∗(pN1 , pN2 , pN3)
p2N1+2N2+2N3
, (2.16)
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ou` les Ni sont de´finis par (2.7) alors que lorsque vp(D) = 0
σ∗p(d,D) :=
(
1− 1
p
)3{
1− 1
p2
+
∑
ν∈Z3
>0
ν1+ν2+ν3>1
̺∗(pν1 , pν2 , pν3)
p2ν1+2ν2+2ν3
}
. (2.17)
Corollaire 1. — Soit ε > 0. Lorsque L1, L2, Q,R satisfont (H1)–(H3), V est un
sous-ensemble de [0, 1]3 de´fini comme une intersection finie d’hyperplans a` coeffi-
cients borne´s, d et D tels que di | Di et r′X1−ε > 1, on a
S∗(X,d,D;V ) =2vol(R) vol(V )X2(log r′X)3
∏
p
σ∗p(d,D)
+O
(
(DL∞)
εa′(D,∆)(r∞r
′ + r2∞)X
2(logX)2+ε
)
.
Enfin, but ultime et motivation principale de cet article, nous estimations la
somme
T ∗g (X;V ) =
∑
x∈Z2∩XR
(x1,x2)=1
g(L1(x), L2(x), Q(x);V ).
ou` g = τ ∗ h est une fonction arithme´tique multiplicative proche de τ au sens de la
convolution, V ⊆ [0, 1]3 et
g(L1(x), L2(x), Q(x);V ) :=
∑
d|L1(x)L2(x)Q(x)
di=(d,Li(x)), d3=(d,Q(x))(
log d1
log r′X
,
log d2
log r′X
,
log d3
2 log r′X
)
∈V
(1 ∗ h)(d),
de sorte que g(L1(x), L2(x), Q(x); [0, 1]
3) = g(L1(x)L2(x)Q(x)).
Nous introduisons le cardinal ̺†p(ν1, ν2, ν3) de´fini lorsque ν = ν1+ ν2+ ν3 > 0 par
̺†p(ν1, ν2, ν3) := #

x ∈ Z2 ∩ [0, pν+1)2 :
pνi ‖ Li(x),
pν3 ‖ Q(x),
(p, x1, x2) = 1

 .
Ici, pour ν et n la relation pν ‖ n signifie que vp(n) = ν. Nous introduisons aussi la
densite´ ̺†p(ν1, ν2, ν3) de´finie par
̺†p(ν1, ν2, ν3) :=
1
p2(ν+1)
̺†p(ν1, ν2, ν3).
Cette quantite´ s’exprime en fonction de la fonction ̺∗ graˆce a` la formule
̺†p(ν1, ν2, ν3) =
∑
σ∈{0,1}3
(−1)σ1+σ2+σ3 ̺
∗(pν1+σ1 , pν2+σ2 , pν3+σ3)
p2(ν1+ν2+ν3+σ1+σ2+σ3)
, (2.18)
avec la convention ̺∗(1, 1, 1) = 1− 1/p2.
Nous conside´rons les fonctions g telles que la fonction h = g ∗ µ ∗ µ satisfasse
∑
d∈N
|h(d)|
d1/2−η0
≪ 1 (2.19)
pour une constante η0 > 0.
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Corollaire 2. — Soient ε > 0, L1, L2, Q,R satisfaisant (H1)–(H3), V est un sous-
ensemble de [0, 1]3 de´fini comme une intersection finie d’hyperplans a` coefficients
borne´s et g une fonction multiplicative satisfaisant (2.19) pour un η0 > 0 fixe´.
Lorsque X > 2, on a
T ∗g (X;V ) = 2C
∗ vol(R) vol(V )X2(logX)3 +O(X2(logX)2+ε),
ou` la constante implicite dans le O de´pend des formes line´aires L1, L2, Q, de la borne
supe´rieure de R et des constante η0 et ε et ou`
C∗ :=
∏
p
(
1− 1
p
)3{ ∑
ν∈Z3
>0
g(pν1+ν2+ν3)̺†p(ν1, ν2, ν3)
}
. (2.20)
Le Corollaire 2 permet d’avoir une version du The´ore`me 1 avec une somme
restreinte aux couples a` coordonne´es premie`res entre elles en prenant g = τ et
V = [0, 1]3.
Le re´sultat suivant permet d’expliciter comment on peut faire apparaˆıtre des
conditions portant sur logmax{|x1|, |x2|} dans le volume V . Soit la somme
T ′g(X;V
′) =
∑
x∈Z2∩XR
(x1,x2)=1
g′(L1(x), L2(x), Q(x);V
′)
max{|x1|, |x2|}2 .
ou` V ′ ⊆ [0, 1]4 et
g′(L1(x), L2(x), Q(x);V
′) :=
∑
d|L1(x)L2(x)Q(x)
di=(d,Li(x)), d3=(d,Q(x))(
log d1
log Y
,
log d2
logY
,
log d3
2 log Y
,
logmax{|x1|,|x2|}
log Y
)
∈V ′
(1 ∗ h)(d).
La de´finition de cette fonction de´pend de Y qui de´pendra de X. Nous notons aussi
V ′0(u) := {t ∈ [0, 1]4 : ti 6 t4 6 u (1 6 i 6 3)}.
Nous de´duisons du Corollaire 2 l’estimation de T ′g(X;V
′) suivante.
Corollaire 3. — Soient ε > 0, L1, L2, Q,R satisfaisant (H1)–(H3) tel que r′ ≍ 1,
V ′ est un sous-ensemble de [0, 1]4 de´fini comme une intersection finie d’hyperplans a`
coefficients borne´s et g une fonction multiplicative satisfaisant (2.19) pour un η0 > 0
fixe´. Lorsque 2 6 X 6 Y 6 X1/ε, on a
T ′g(X;V
′) = 4C∗ vol(R) vol(V ′ ∩ V ′0(logX/ log Y ))(log Y )4 +O
(
(logX)3+ε
)
,
ou` la constante implicite dans le O de´pend des formes line´aires L1, L2, Q, de la borne
supe´rieure de R et des constantes η0 et ε et ou` C∗ est de´finie en (2.20).
Ce corollaire est un des points cle´s de [3] dans lequel les auteurs e´tablissent une
formule asymptotique pour le nombre de points rationnels de hauteur controˆle´e
sur une surface del Pezzo de degre´ 4 non-singulie`re. Pour cette application, il est
important d’avoir le choix de l’ensemble V .
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De´taillons maintenant le contenu de l’article. Dans la section 3, nous e´nonc¸ons
et de´montrons les proprie´te´s utiles de ̺∗ et ̺. Cela permet alors de montrer la
convergence du produit eule´rien intervenant dans l’expression du terme principal du
The´ore`me 2. Dans la section 4, une interpre´tation ge´ome´trique de la constante du
The´ore`me 3 est donne´e pour de´montrer le The´ore`me 4. La section 5 est le cœur
de l’article qui contient la de´monstration du The´ore`me 2. La de´monstration du
The´ore`me 3, qui est de´taille´e dans la section 6, repose sur une manipulation de´licate
qui permet de se ramener a` des sommations sur des re´seaux puis a` des sommes
traite´es par le The´ore`me 2 apre`s changement de variables. La fin de la section est
consacre´e au calcul explicite de la constante intervenant dans le terme principal.
On trouvera la de´monstration du The´ore`me 1 a` la section 7. Celle-ci consiste a`
exprimer la somme T (X) en fonction des sommes estime´es au The´ore`me 3. La
section 8 contient la de´monstration des trois corollaires.
3. Proprie´te´s des fonctions ̺∗ et ̺
Nous rappelons les de´finitions (1.5) et (2.15). Nous rassemblons ici les informa-
tions dont nous aurons besoin concernant la fonction ̺ qui a e´te´ notamment e´tudie´e
dans [4], [6] et [7]. Dans la plupart des cas traite´s dans la litte´rature, il est sup-
pose´ que les formes sont primitives c’est-a`-dire que les coefficients de chaque forme
line´aire sont premiers entre eux. Nous attacherons une importance toute particulie`re
a` l’uniformite´ des relations par rapport aux coefficients des formes L1, L2, Q.
Le lemme suivant permet de se ramener a` des formes primitives.
Lemme 1. — Soient L1, L2, Q des formes satisfaisant (H2) et la notation (2.9).
Alors, lorsque d ∈ N3 et d′i = di/(di, ℓi), d′3 = d3/(d3, q), on a
̺(d;L1, L2, Q)
(d1d2d3)2
=
̺(d′;L∗1, L
∗
2, Q
∗)
(d′1d
′
2d
′
3)
2
.
La de´monstration est imme´diate, nous n’indiquons pas les de´tails. Les fonctions
̺ et ̺∗ sont multiplicatives. Nous pouvons donc nous contenter de les e´tudier sur
des triplets de puissance de nombre premier. Nous rappelons les notations (2.11).
Lemme 2. — Soient L1, L2, Q des formes primitives satisfaisant (H2).
1) Alors pour tout p premier et ν ∈ Z>0, on a
̺∗(pν , 1, 1) = ̺∗(1, pν , 1) = ϕ(pν).
2) Lorsque p ∤ 2disc(Q) et ν ∈ Z>0, alors on a
̺∗(1, 1, pν) = ϕ(pν)
{
1 +
(disc(Q)
p
)}
.
De plus si p est un facteur impair de disc(Q), on a
̺∗(1, 1, pν) 6 2ϕ(pν)pmin{[vp(disc(Q))/2],[ν/2]}.
Nous avons aussi
̺∗(1, 1, 2ν ) 6 2ν+2.
3) Pour tout p, on a
̺(pν1 , pν2 , pν3) =
∑
06k6max{ν1,ν2,⌈ν3/2⌉}
̺∗
(
pmax{ν1−k,0}, pmax{ν2−k,0}, pmax{ν3−2k,0}
)
pmk
avec mk := 2(min{ν1, k}+min{ν2, k}+min{ν3, 2k} − k).
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4) Pour tout p premier, nous avons
̺∗(pν1 , pν2 , pν3) = 0
lorsqu’il existe 1 6 i < j 6 3 tels que vp(∆ij) < min{νi, νj}. En particulier, cette
e´galite´ est satisfaite lorsque p ∤ ∆13∆23∆12 et #{i : νi > 1} > 2.
5) Pour tout p premier et ν3 6 max{ν1, ν2}, nous avons
̺∗(pν1 , pν2 , pν3) 6 ϕ(pν1+ν2+ν3)pν3+min{ν1,ν2,vp(∆12)}.
Pour tout p premier et max{ν1, ν2} < ν3, nous avons
̺∗(pν1 , pν2 , pν3) 6 8ϕ(pν1+ν2+ν3)pν1+ν2pmin{[vp(disc(Q))/2],[ν3/2]}.
De´monstration. — Ces re´sultats sont essentiellement de´montre´s dans [7], mais la
ne´cessite´ de formules uniformes en fonction des formes L1, L2 et Q demande de
reprendre toutes les de´monstrations.
Le point (1) et la premie`re partie du point (2) sont clairs puisque les formes sont
suppose´es primitives. Le point (3) est e´tabli dans [6].
Nous indiquons les de´tails de la preuve de la majoration de ̺∗(1, 1, pν) e´nonce´e au
point (2) lorsque p est un facteur impair de disc(Q). On peut supposer que parmi
a3 et b3 au moins un des deux est premier a` p. Supposons ainsi que (a3, p) = 1. Le
changement de variables y1 = x1 + c3x2/(2a3) et y2 = x2/2a3 permet de montrer
que
̺∗(1, 1, pν) = #{(y1, y2) ∈ (Z/pνZ)2 : y21 − pkδy22 ≡ 0 (mod pν), p ∤ (y1, y2)},
ou` disc(Q) = pkδ et (δ, p) = 1. Si ν 6 k, ces conditions se tranforment en (p, y2) = 1
et p⌈ν/2⌉ | y1 ce qui fournit
̺∗(1, 1, pν) = ϕ(pν)p[ν/2].
Si ν > k, alors ̺∗(1, 1, pν) = 0 si k est impair et si k est pair alors y1 = p
k/2y′1 de
sorte que
̺∗(1, 1, pν) = p3k/2#{(y1, y2) ∈ ((Z/pν−kZ)∗)2 : y21 − δy22 ≡ 0 (mod pν−k)}
6 2ϕ(pν)pk/2 = 2ϕ(pν)p[k/2],
ce qui fournit bien l’ine´galite´ annonce´e.
Conside´rons maintenant le cas de ̺∗(1, 1, 2ν ). Lorsque 2ν | Q(x) et 2 ∤ (x1, x2),
au moins une des deux coordonne´es xi est impaire. Appelons xj l’autre coordonne´e.
Alors xj/xi est solution d’un polynoˆme de degre´ 2 modulo 2
n qui a donc au plus 4
solutions modulo 2n. L’ine´galite´ recherche´e en de´coule.
Pour de´montrer le point (4), remarquons que lorsqu’il y a une solution compte´e
par ̺∗(pν1 , pν2 , pν3) nous avons lorsque 1 6 i < j 6 3
pmin{νi,νj} | ∆ij(x1, x2) = ∆ij,
ce qui fournit le re´sultat annonce´.
Le point (4) permet de restreindre au cas ou` min{ν1, ν2} 6 vp(∆12), min{ν1, ν3} 6
vp(∆13), min{ν2, ν3} 6 vp(∆23) pour de´montrer le point (5). Supposons par exemple
que ν1 > max{ν2, ν3}. Nous avons
̺∗(pν1 , pν2 , pν3) 6 p2ν2+2ν3̺∗(pν1 , 1, 1)
d’ou` le re´sultat. Le cas ν2 > max{ν1, ν3} est identique. Lorsque ν3 > max{ν1, ν2},
nous avons
̺∗(pν1 , pν2 , pν3) 6 p2ν1+2ν2̺∗(1, 1, pν3)
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ce qui fournit le re´sultat graˆce au point (2).
De ces informations sur ̺∗, nous de´duisons les proprie´te´s suivantes.
Lemme 3. — Soient L1, L2, Q des formes primitives satisfaisant (H2).
1) Alors pour tout p premier et ν ∈ Z>0 on a
̺(pν , 1, 1) = ̺(1, pν , 1) = pν .
2) Lorsque p ∤ 2disc(Q) et ν ∈ Z>0, alors on a
̺(1, 1, pν) = ϕ(pν)
{
1 +
(disc(Q)
p
)}
⌈ν/2⌉ + p2(ν−⌈ν/2⌉) 6 (ν + 1)pν ,
et pour tout facteur p impair de disc(Q), on a
̺(1, 1, pν)≪ (ν + 1)pν+min{[vp(disc(Q))/2],[ν/2]}.
Enfin, nous avons
̺(1, 1, 2ν)≪ (ν + 1)2ν .
3) Lorsque max{ν1, ν2} 6 ⌈12ν3⌉ et p impair, on a
̺(pν1 , pν2 , pν3)≪ (ν3 + 1)p2(ν1+ν2)+ν3pmin{[vp(disc(Q))/2],[ν3/2]}.
De plus lorsque max{ν1, ν2} = 1 = ν3 et p ∤ ∆12∆13∆23, on a
̺(pν1 , pν2 , pν3)≪ p2(ν1+ν2).
Enfin lorsque max{ν1, ν2} 6 ⌈12ν3⌉
̺(2ν1 , 2ν2 , 2ν3)≪ 22ν1+2ν2+ν3 .
4) Lorsque ⌈12ν3⌉ 6 min{ν1, ν2} et tout p premier, on a
̺(pν1 , pν2 , pν3)≪ pν1+ν2+2ν3+min{ν1,ν2,vp(∆12)}.
5) Lorsque νj 6 ⌈12ν3⌉ 6 ν3 6 νi avec {i, j} = {1, 2} et tout p premier, on a
̺(pν1 , pν2 , pν3)≪ p2νj+νi+ν3+[ν3/2]+min{⌈ν3/2⌉,⌈vp(∆i3)/2⌉}.
Lorsque νj 6 ⌈12ν3⌉ 6 νi < ν3 avec {i, j} = {1, 2} et tout p premier, on a
̺(pν1 , pν2 , pν3)≪ ν3p2νj+νi+ν3+[ν3/2]
(
pmin{⌈ν3/2⌉,⌈vp(∆i3)/2⌉} + prp
)
,
avec
rp := min{νi − [ν3/2], ⌈vp(∆i3)/2⌉} +min{[ν3/2], [vp(disc(Q))/2]}.
Les constantes implicites dans les majorations du lemme sont inde´pendantes des
coefficients des formes binaires L1, L2 et Q.
De´monstration. — Le premier point est trivial puisque les Li sont primitives.
Pour la deuxie`me assertion, nous avons
̺(1, 1, pν) =
∑
06k6⌈ν/2⌉
̺∗
(
1, 1, pmax{ν−2k,0}
)
p2min{ν,2k}−2k.
Le cas p ∤ 2disc(Q) est une conse´quence directe du point (2) du Lemme 2. Sup-
posons p un facteur premier impair de disc(Q). D’apre`s le point (2) du Lemme 2,
nous avons
̺∗
(
1, 1, pmax{ν−2k,0}
)
p2min{ν,2k}−2k 6 2pν(1− 1/p)pmin{[ν/2−k],[vp(disc(Q))/2]}
6 2pν(1− 1/p)pmin{[ν/2],[vp(disc(Q))/2]},
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ce qui fournit
̺(1, 1, pν) 6 (ν + 2)pνpmin{[ν/2],[vp(disc(Q))/2]}.
La dernie`re ine´galite´ du point (2) se de´duit directement de celle qui lui correspond
au Lemme 2.
De´montrons le point (3). En ignorant les conditions pνi | Li(x) dans la de´finition
de ̺(pν1 , pν2 , pν3), nous obtenons
̺(pν1 , pν2 , pν3) 6 p2(ν1+ν2)̺(1, 1, pν3)
ce qui graˆce au (2) permet d’obtenir le re´sultat recherche´ pour max{ν1, ν2} 6 ⌈12ν3⌉
et p impair. Lorsque max{ν1, ν2} = 1 = ν3 et p ∤ ∆12∆13∆23, le point (3) et la
premie`re ine´galite´ du point (5) du Lemme 2 fournissent
̺(pν1 , pν2 , pν3) = ̺∗(pν1 , pν2 , pν3) + ̺∗(1, 1, 1)p2(ν1+ν2)
= ̺∗(1, 1, 1)p2(ν1+ν2) ≪ p2(ν1+ν2).
Le cas p = 2 se traite de la meˆme manie`re.
De´montrons le point (4). Lorsque ⌈12ν3⌉ 6 min{ν1, ν2}, puisque
̺(pν1 , pν2 , pν3) 6 p2ν3̺(pν1 , pν2 , 1)
il suffit de supposer ν3 = 0. Nous nous plac¸ons de plus dans le cas ν2 6 ν1. Nous
partons de la relation issue du Lemme 2
̺(pν1 , pν2 , 1) =
∑
06k6ν1
̺∗
(
pν1−k, pmax{ν2−k,0}, 1
)
p2min{ν2,k}.
La contribution des termes associe´s a` k > ν2 est clairement
6 pν1+2ν2
∑
k>ν2
p−k(1− 1/p) = pν1+ν2 .
Lorsque p ∤ ∆12, les autres termes sont nuls. Lorsque p | ∆12 la contribution des
termes associe´s a` k < ν2 est∑
max{0,ν2−vp(∆12)}6k<ν2
̺∗
(
pν1−k, pν2−k, 1
)
p2k ≪ pν1+ν2+min{ν2,vp(∆12)},
ce qui prouve le point (4).
Pour e´tablir le point (5), nous nous plac¸ons dans le cas ν2 6 ⌈12ν3⌉ 6 ν1 et
remarquons
̺(pν1 , pν2 , pν3) 6 p2ν2̺(pν1 , 1, pν3).
Dans la somme
̺(pν1 , 1, pν3) =
∑
06k6ν1
̺∗
(
pν1−k, 1, pmax{ν3−2k,0}
)
p2min{ν3,2k},
la contribution des k > ⌈12ν3⌉ est
6
∑
k>⌈ν3/2⌉
pν1+2ν3−k(1− 1/p) = pν1+ν3+[ν3/2].
Les autres termes de la somme sont nuls si p ∤ ∆13 ou si p | ∆13 et min{ν1 − k, ν3 −
2k} > vp(∆13). Nous nous plac¸ons donc dans le cas p | ∆13 et sommons sur les k
tels que min{ν1 − k, ν3 − 2k} 6 vp(∆13)
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Lorsque p | ∆13 et ν1 > ν3 (ie ν3 − 2k 6 ν1 − k pour tout k > 0), la contribution
des k < ⌈12ν3⌉ est∑
06k<⌈ν3/2⌉
̺∗
(
pν1−k, 1, pν3−2k
)
p4k ≪
∑
max{0,(ν3−vp(∆13))/2}6k<⌈ν3/2⌉
pν1+2ν3−k
≪ pν1+ν3+[ν3/2]+min{⌈ν3/2⌉,⌈vp(∆13)/2⌉}.
Lorsque p | ∆13 et ν1 < ν3 (ie ν3−2k > ν1−k seulement pour tout 0 6 k 6 ν3−ν1),
la contribution des k < ⌈12ν3⌉ est∑
06k<⌈ν3/2⌉
̺∗
(
pν1−k, 1, pν3−2k
)
p4k
≪
∑
max{ν3−ν1,(ν3−vp(∆13))/2}6k<⌈ν3/2⌉
pν1+2ν3−k
+
∑
max{0,ν1−vp(∆13)}6k<ν3−ν1
p2ν1+ν3+min{[vp(disc(Q))/2],[ν3/2]}
≪ pν1+ν3+[ν3/2]+min{⌈ν3/2⌉,⌈vp(∆13)/2⌉}
+ ν3p
ν1+ν3+[ν3/2]+min{ν1−[ν3/2],⌈vp(∆13)/2⌉}+min{[ν3/2],[vp(disc(Q))/2]},
puisque ν1 6 [ν3/2]+⌈vp(∆13)/2⌉ est une condition ne´cessaire pour que la deuxie`me
somme ne soit pas nulle. Cela cloˆt la de´monstration.
Ce qu’il faut retenir de ce lemme est que la fonction
f(d) :=
̺(d)
d1d2d3
ressemble a` la fonction r : d 7→ r(d) = rdisc(Q)(d3), ou`
rdisc(Q)(d) :=
∑
k|d
χdisc(Q)(k)
et χdisc(Q)(n) := (
disc(Q)
n ) est le symbole de Kronecker. Nous notons h la fonction
satisfaisant les relations
f(d) = (h ∗ r)(d) =
∑
k∈N3
kj |dj
h
(d1
k1
,
d2
k2
,
d3
k3
)
r(k).
Le re´sultat dont nous aurons besoin est le suivant.
Lemme 4. — Soit ε > 0. Lorsque L1, L2, Q sont des formes satisfaisant (H2),
nous avons ∑
k∈N3
|h(k)| log(k1k2k3)
k1k2k3
≪ Lε∞.
En particulier lorsque σp est de´fini par (2.5), on a
∏
p
σp = L(1, χdisc(Q))
∑
k∈N3
h(k)
k1k2k3
≪ Lε∞.
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De´monstration. — La fonction h est multiplicative puisque ̺ et r le sont. Notant
P = P (L1, L2, Q) la somme a` majorer, nous avons donc P 6 P
′/ log 2 avec
P ′ = P ′(L1, L2, Q) :=
∏
p
(
1 +
∑
ν∈Z3
>0
|h(pν1 , pν2 , pν3)| log(pν1+ν2+ν3)
pν1+ν2+ν3
)
. (3.1)
Nous commenc¸ons par montrer que nous pouvons nous restreindre au cas de
formes primitives. Soit P ′p = P
′
p(L1, L2, Q) le facteur relatif a` un nombre premier du
produit (3.1). Lorsque p ∤ ℓ1ℓ2q, le Lemme 1 permet d’e´crire
̺(pn1 , pn2 , pn3 ;L1, L2, Q) = ̺(p
n1 , pn2 , pn3 ;L∗1, L
∗
2, Q
∗)
et ainsi
P ′(L1, L2, Q) =
∏
p∤ℓ1ℓ2q
P ′p(L
∗
1, L
∗
2, Q
∗)
∏
p|ℓ1ℓ2q
P ′p(L1, L2, Q)
= P ′(L∗1, L
∗
2, Q
∗)
∏
p|ℓ1ℓ2q
P ′p(L1, L2, Q)
P ′p(L
∗
1, L
∗
2, Q
∗)
.
(3.2)
L’inverse r(−1) de la fonction r au sens de la convolution est donne´e par
r(−1)(d1, d2, d3) = µ(d1)µ(d2)ϑ(d3).
avec ϑ la fonction multiplicative de´fini par
ϑ(pn) :=
{
µ(pn)(1 + χdisc(Q)(p
n)), si n = 1 ou n 6= 3,
χdisc(Q)(p), si n = 2.
L’ine´galite´ |r(−1)(d1, d2, d3)| 6 r(d1, d2, d3) fournit
|h(pν1 , pν2 , pν3)| = |(f ∗ r(−1))(pν1 , pν2 , pν3)| 6 (f ∗ r)(pν1 , pν2 , pν3). (3.3)
De (3.3), nous obtenons l’ine´galite´
P ′p 6 cp
(
1 +
∑
ν∈Z3
>0
r(pν1 , pν2 , pν3) log(pν1+ν2+ν3)
pν1+ν2+ν3
)
P ′′p (3.4)
avec c2 = 1/ log 2 et cp = 1 si p > 2 et
P ′′p = P
′′
p (L1, L2, Q) := 1 +
∑
ν∈Z3
>0
̺(pν1 , pν2 , pν3) log(pν1+ν2+ν3)
p2(ν1+ν2+ν3)
.
Il est clair que
∏
p|ℓ1ℓ2q
(
1 +
∑
ν∈Z3
>0
r(pν1 , pν2 , pν3) log(pν1+ν2+ν3)
pν1+ν2+ν3
)
≪ Lε∞.
D’apre`s le Lemme 1, on a
̺(pν1+vp(ℓ1), pν2+vp(ℓ2), pν3+vp(q))
p2(ν1+ν2+ν3+vp(ℓ1)+vp(ℓ2)+vp(q))
=
̺(pν1 , pν2 , pν3 ;L∗1, L
∗
2, Q
∗)
p2(ν1+ν2+ν3)
.
Il vient
̺(pν1 , pν2 , pν3 ;L1, L2, Q)
p2(ν1+ν2+ν3)
6
̺(pν
′
1 , pν
′
2 , pν
′
3 ;L∗1, L
∗
2, Q
∗)
p2(ν
′
1+ν
′
2+ν
′
3)
.
avec
ν ′i := max{νi − vp(ℓi), 0}, ν ′3 := max{ν3 − vp(q), 0},
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pour i = 1, 2. Lorsque les ν ′j sont fixe´s, les nombres de triplets ν satisfaisant cela est
au plus (vp(ℓ1) + 1)(vp(ℓ2) + 1)(vp(q) + 1), et pour ces triplets compte´s nous avons
lorsque ν ′1 + ν
′
2 + ν
′
3 > 1
ν1 + ν2 + ν3 6 (ν
′
1 + ν
′
2 + ν
′
3)(vp(ℓ1) + 1)(vp(ℓ2) + 1)(vp(q) + 1).
Nous obtenons
P ′′p 6 cp((vp(ℓ1) + 1)(vp(ℓ2) + 1)(vp(q) + 1))
2 log p
×
(
1 +
∑
ν′∈Z3
>0
̺(pν
′
1 , pν
′
2 , pν
′
3 ;L∗1, L
∗
2, Q
∗) log(pν
′
1+ν
′
2+ν
′
3)
p2(ν
′
1+ν
′
2+ν
′
3)
)
6 c2p((vp(ℓ1) + 1)(vp(ℓ2) + 1)(vp(q) + 1))
2(log p)P ′p(L
∗
1, L
∗
2, Q
∗)
×
(
1 +
∑
ν∈Z3
>0
r(pν1 , pν2 , pν3) log(pν1+ν2+ν3)
pν1+ν2+ν3
)
,
ce qui permet d’obtenir via (3.2) et (3.4) P ′(L1, L2, Q)≪ Lε∞P ′(L∗1, L∗2, Q∗).
Nous supposons maintenant que les formes L1, L2, Q sont primitives et majorons P
′.
Nous avons lorsque ν ∈ N les relations h(pν , 1, 1) = h(1, pν , 1) = 0 issues du Lemme
3(1), et lorsque de plus p ∤ 2disc(Q)
h(1, 1, p) = −1
p
χdisc(Q)(p), h(1, 1, p
ν)≪ ν + 1,
issu du Lemme 3(2) et du calcul de r(−1)(1, 1, pk). Ainsi la contribution dans la
somme P ′p des exposants ν tels que #{i : νi > 1} 6 1 est lorsque p ∤ 2disc(Q) e´gale
a` O
(
log p/p2
)
. Du Lemme 3 et de (3.3), nous de´duisons la majoration
|h(pν1 , pν2 , pν3)| 6 2
∑
n∈Z3
>0
nj6νj
f(pn1 , pn2 , pn3)
6 2
3∏
i=1
(νi + 1) max
n∈Z3
>0
nj6νj
f(pn1 , pn2 , pn3)
≪
3∏
i=1
(νi + 1)
2pν1+ν2+ν3+kp−max{ν1+ν2,ν1+⌈ν3/2⌉,ν2+⌈ν3/2⌉,ν3},
ou` kp = [vp(disc(Q))/2] + vp(∆12∆13∆23). Nous avons utilise´ pour la premie`re
majoration l’ine´galite´ |r−1(pk1 , pk2 , pk3)| 6 2. Lorsque max{ν1, ν2} = 1 = ν3 et
p ∤ 2disc(Q)∆12∆13∆23, on utilisera
|h(pν1 , pν2 , pν3)| ≪ pν1+ν2+ν3−2.
Cela permet de majorer la contribution des ν tels que #{i : νi > 1} > 2. Nous
avons ainsi ∏
p∤2disc(Q)∆12∆13∆23
P ′p ≪ 1.
Il est clair que
∏
p|2disc(Q)∆12∆13∆23
(
1 +
∑
ν∈Z3
>0
r(pν1 , pν2 , pν3) log(pν1+ν2+ν3)
pν1+ν2+ν3
)
≪ Lε∞.
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Compte tenu de (3.4), il reste a` montrer∏
p|2disc(Q)∆12∆13∆23
P ′′p ≪ Lε∞. (3.5)
La contribution a` la somme P ′′p aux indices satisfaisant max{ν1, ν2} 6 ⌈12ν3⌉ est
d’apre`s le point (3) du Lemme 3
≪ log p
∑
ν3>1
(ν3 + 1)
2pmin{[vp(disc(Q))/2],[ν3/2]}−ν3 ≪ log p
p
.
La contribution a` la somme P ′′p aux indices satisfaisant max{⌈12ν3⌉, 1} 6 ν2 6 ν1 est
d’apre`s le point (4) du Lemme 3
≪ log p
∑
16ν26ν1
(ν1 + 1)p
min{ν2,vp(∆12)}−ν1−ν2
≪ log p
∑
ν2>1
(ν2 + 1)p
min{ν2,vp(∆12)}−2ν2 ≪ log p
p
.
De meˆme lorsqu’on intervertit les indices 1 et 2. Enfin les cas max{νj , 1} 6 ⌈12ν3⌉ 6
νi se majore de la meˆme manie`re a` partir du point (5) du Lemme 3. Enfin le cas
ou` deux des νj sont nuls s’appuie sur les points (1) et (2) du Lemme 3. Ainsi, nous
obtenons P ′′p = 1 +O(log p/p). Cela permet de montrer (3.5).
4. Interpre´tation de la constante
4.1. Densite´ p-adique. — Lorsque A ∈ Z ou` α = vp(A), λ ∈ Z>0 et n ∈ N, nous
conside´rons
Sλ(A; p
n) := #{(x, y) ∈ (Z/pnZ)2 : pλxy ≡ A (mod pn)}.
Si α 6 n, il est facile de montrer
Sλ(A; p
n) =
{
p2n, si λ > n,
pn+λ(1− 1/p)(1 + α− λ), si λ < n.
Posant
Mν(p
n) := #{x ∈ (Z/pnZ)2 : vp(Li(x)) = νi, vp(Q(x)) = ν3},
M ′ν(p
n) := #{x ∈ (Z/pnZ)2 : vp(Li(x)) > νi, vp(Q(x)) > ν3},
on a lorsque n > ν1 + ν2 + ν3
M ′ν(p
n) = p2n−2ν1−2ν2−2ν3̺(pν1 , pν2 , pν3)
Mν(p
n) =
∑
e∈{0,1}3
(−1)e1+e2+e3M ′ν+e(pn).
Posant mj = max{λj , µj}, nous obtenons
Nλ,µ(p
n) = p3n+λ1+λ2+λ3(1− 1/p)3
∑
mj6νj<n
Mν(p
n)
∏
16j63
(1 + νj − λj)
+O(n3p4n).
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Faisant le changement de variables nj = νj+ej−λj et notant que νj+ej > mj+ej >
mj, nous en de´duisons
σλ,µ(p) =
(
1− 1
p
)3 ∑
n∈Z3
>0
nj>mj−λj
̺(pλ1+n1 , pλ2+n2 , pλ3+n3)
p2(λ1+n1+λ2+n2+λ3+n3)
×
∑
06ej6min{1,λj+nj−mj}
(−1)e1+e2+e3
∏
16j63
(1 + nj − ej).
Or nous avons
∑
06e6min{1,λ+n−m}
(−1)e(1 + n− e) =
{
1, si λ+ n−m > 1,
1 +m− λ, si λ+ n−m = 0,
ce qui fournit donc
σλ,µ(p) =
(
1− 1
p
)3 ∑
n∈Z3
>0
̺(pmax{m1,λ1+n1}, . . . , pmax{m3,λ3+n3})
p2(max{m1,λ1+n1}+...+max{m3,λ3+n3})
=
(
1− 1
p
)3 ∑
n∈Z3
>0
̺(pmax{µ1,λ1+n1}, . . . , pmax{µ3,λ3+n3})
p2(max{µ1,λ1+n1}+...+max{µ3,λ3+n3})
,
et qui permet ainsi d’obtenir la densite´ p-adique introduite en (2.6).
4.2. Densite´ archime´dienne. — La varie´te´ de´finie en (2.14) est le lieu des ze´ros
des polynoˆmes fi(x, s, t) de´finis par
fi(x, s, t) = Li(x)/di − siti, f3(x, s, t) = Q(x)/d3 − s3t3.
On calcule le de´terminant suivant
det


∂f1
∂s1
∂f2
∂s1
∂f3
∂s1
∂f1
∂s2
∂f2
∂s2
∂f3
∂s2
∂f1
∂s3
∂f2
∂s3
∂f3
∂s3


= det


−t1 0 0
0 −t2 0
0 0 −t3

 = −t1t2t3.
Les variables ti et si appartiennent a` [1,+∞). Maintenant, nous pouvons de´finir
ω∞(R, V ) := lim
X→+∞
1
X2(log r′X)3
∫∫
x∈XR
∫∫∫
t∈T
dt1dt2dt3
t1t2t3
dx1dx2, (4.1)
ou`
T :=
{
t : 1 6 ti 6 Li(x), 1 6 t3 6 Q(x),
( log t1
log r′X
,
log t2
log r′X
,
log t3
2 log r′X
)
∈ V
}
.
Lorsque X tend vers l’infini, on a
V (X) :=
∫∫
x∈XR
∫∫∫
t∈T
dt1dt2dt3
t1t2t3
dx1dx2
=
∫∫
x∈XR′(X)
∫∫∫
u∈V ′
2(log r′X)3du1du2du3 dx1dx2
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ou` R′(X) = {x ∈ R : Li(x) > 1/X, Q(x) > 1/X2} et V ′ := {u ∈ V : ui 6
logLi(x)/(log r
′X), u3 6 logQ(x)/(2 log r
′X)}. Un changement de variable ho-
mothe´tique fournit alors
V (X) = X2
∫∫
x∈R′(X)
log(XL1(x)) log(XL2(x)) log(X
2Q(x))dx1dx2
= 2X2(logX)3 vol(R′(X)) vol(V ) +O(X2(logX)2I(X))
avec
I(X) =
∫∫
x∈R′(X)
(1 + | logL1(x)|+ | logL2(x)|+ | logQ(x)|)dx1dx2.
Il est clair que vol(R′(X)) = vol(R) + o(1) et l’inte´grale I(X) est borne´e. Cela
fournit bien ω∞(R, V ) = 2vol(R) vol(V ).
5. De´monstration du The´ore`me 2
Avant de commencer la de´monstration, nous notons que le Corollaire 1 de [1]
fournit la majoration
S(X)≪ Lε∞r2∞X2(logX)3. (5.1)
Nous serons amene´s a` utiliser les majorations
r′/(2L∞) 6 r∞ 6 2r
′L∞, vol(R) 6 4r2∞. (5.2)
La majoration r′ 6 2r∞L∞ est e´vidente ; la majoration de r∞ provient des relations
x1 =
b2L1(x)− b1L2(x)
b2a1 − b1a2 , x2 =
a2L1(x)− a1L2(x)
b1a2 − b2a1 ,
ou` nous avons utilise´ la notation (1.2). Notre de´monstration reprend les ide´es
de´veloppe´es dans [5] et [2]. La premie`re e´tape est un cas particulier d’un re´sultat
duˆ a` Marasingha [7] concernant le niveau de re´partition que nous e´nonc¸ons de la
manie`re suivante.
Lemme 5. — Soit ε > 0. Lorsque L1, L2, Q,R satisfont (H1)–(H3), X > 1,
V1, V2, V3 > 2 et V = V1V2V3, il existe une constante absolue A > 0 telle que∑
d∈N3
di6Vi
∣∣∣∣#(Λ(d) ∩XRd)− vol(Rd)X2 ̺(d)(d1d2d3)2
∣∣∣∣≪ Lε∞(r∞X
√
V + V )(log V )A,
ou` Rd ⊆ R de´signe une re´gion convexe de´pendante de d.
De´monstration. — Dans [7], la de´pendance par rapport aux formes L1, L2 et Q
n’est pas indique´e, mais il est aise´ de l’obtenir. De meˆme, nous avons ajoute´ la
possibilite´ d’avoir une re´gion de comptage pouvant de´pendre de d ce qui ne modifie
pas la preuve. Nous ne donnons pas plus de de´tails.
Nous nous contentons d’indiquer comment on peut e´tendre ce re´sultat a` des formes
non primitives. Fixant d′ et ℓ, le nombre de d tel que d′ = d/(d, ℓ) est infe´rieur a`
τ(ℓ). Nous avons Λ(d;L1, L2, Q) = Λ(d
′;L∗1, L
∗
2, Q
∗). Ainsi, d’apre`s le Lemme 1, le
terme a` majorer est borne´ par
τ(ℓ1)τ(ℓ2)τ(q)
∑
d′∈N3
d′i6Vi
∣∣∣∣#(Λ(d′;L∗1, L∗2, Q∗) ∩XRd′)− vol(Rd′)X2 ̺(d
′;L∗1, L
∗
2, Q
∗))
(d′1d
′
2d
′
3)
2
∣∣∣∣
La majoration du Lemme 5 dans le cas de formes primitives permet de conclure.
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Posons X ′ = r′X et Y = (r′X)1/2/(logX)C ou` C est une constante que nous
pre´ciserons a` la fin. Avec les notations (1.2), un des deux coefficients a1 ou a2 est
non nul puisque les Li ne sont pas proportionnelles. Supposons a1 6= 0, le cas a1 = 0
et a2 6= 0 se traitant de la meˆme manie`re.
Nous majorons les sommes S0(X) et S
′
0(X) de´finies par
S0(X) :=
∑
x∈Z2∩XR
τ(L2(x))τ(Q(x))
∑
d1|L1(x)
Y <d1<2L∞X′/Y
1,
S′0(X) :=
∑
x∈Z2∩XR
L1(x)6Y 2
τ(L2(x))τ(Q(x))τ(L1(x)).
Lemme 6. — Avec les hypothe`ses du The´ore`me 2, on a
S0(X)≪ Lε∞r∞r′X2(logX)2 log logX, S′0(X)≪ Lε∞r∞r′X2(logX)3−2C .
De´monstration. — Soit τ ′ la fonction multiplicative de´finie par
τ ′(pν) =
{
2, si ν = 1,
(ν + 1)2, si ν > 2.
Ainsi nous avons pour tout (n1, n2) ∈ N2 les ine´galite´s τ(n1)τ(n2) 6 τ ′(n1n2) et
τ ′(n1) 6 τ(n1)
2. Avec cette notation, nous e´crivons
S0(X) 6
∑
d1∈[Y ′,2L∞X′/Y )
∑
x∈Z2∩XR
d1|L1(x)
τ ′(L2(x)Q(x)).
Rappelant l’hypothe`se a1 6= 0, nous faisons le changement de variables d1u1 = L1(x)
et u2 = x2. Nous avons a
3
1(L2Q)(x) = (L2Q)(d1u1 − b1u2, u2) = Fd1(u1, u2), ou`
Fd1(u1, u2) = (a2d1u1 +∆12u2)(a3d
2
1u
2
1 + d1(a1c3 − 2a3b1)u1u2 +∆13u22),
avec ∆12 et ∆13 de´finis en (2.11). Ainsi,
S0(X) 6
∑
d1∈[Y ′,2L∞X′/Y )
∑
(u1,u2)∈Z2
u16r′X/d1
u26r∞X
τ ′(Fd1(u1, u2)).
La forme Fd1(u1, u2) a des coefficients dont le pgcd divise ∆12∆13. Le Lemme 1
de [1] permet d’affirmer que le discriminant de Fd1(u1, u2) est e´gal a` d
6
1c ou` c est un
entier qui s’e´crit comme un polynoˆme des coefficients des formes L1, L2 et Q. Le
The´ore`me 1 de [1] fournit alors
S0(X)≪ Lε∞
∑
d1∈[Y ′,2L∞X′/Y )
φ∗(d1)
r′r∞X
2(log r′X)2
d1
ou` φ∗(m) =
∏
p|m(1+1/p). Cela permet d’obtenir la majoration de S0(X) annonce´e
puisque
log r′X ≪ logX
sous la condition r′X1−ε > 1.
Il est clair que la majoration
S′0(X) 6
∑
d16X′
∑
(u1,u2)∈Z2
u16Y 2/d1
u26r∞X
τ ′(Fd1(u1, u2)).
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permet de la meˆme manie`re d’obtenir la majoration de S′0(X) annonce´e.
Nous imposons 2C > 1. Dans la suite, nous noterons implicitement
δ :=
( log d1
logX ′
,
log d2
logX ′
,
log d3
2 logX ′
)
.
Le Lemme 6 permet de se restreindre au cas Li(x) > Y
2, puis d1 6 Y et d2 6 X
′1/2.
En effet, si d1 >
√
L1(x), alors L1(x)/d1 est un diviseur de L1(x) infe´rieur a`
√
L1(x).
Ensuite, la majoration de la somme S0(X) permet de majorer la contribution des d
tels que Y < d1 6
√
L1(x) 6 2L∞X
′/Y. De plus puisque | logLi(x) − logX ′| 6
log(2L∞)+log(X
′/Y 2) changer d1 en L1(x)/d1 revient a` changer δ1 = log d1/ logX
′
en 1−δ1. Nous faisons le meˆme raisonnement pour imposer d2 6 X ′1/2. Cela justifie
ainsi la restriction V ⊆ [0, 12 ]2 × [0, 1].
Nous obtenons
S(X;V ) = S1(X) + S2(X) +O(L
ε
∞r∞r
′X2(logX)2 log logX),
avec
S1(X) :=
∑
d16Y
∑
d26X′
1/2
∑
d36X′
δ∈V
#
(
Λ(d) ∩XR),
S2(X) :=
∑
x∈Z2∩XR
∑
d1|L1(x)
d16Y
∑
d2|L2(x)
d26X′
1/2
∑
d3|Q(x)
d3<|Q(x)|/X′
(δ1,δ2,Q(x)/(2 logX′)−δ3)∈V
1.
Nous estimons S1(X) graˆce au Lemme 5. Il vient
S1(X) = vol(R)X2
∑
d16Y
∑
d26X′
1/2
∑
d36X′
δ∈V
̺(d)
(d1d2d3)2
+O
(
Lε∞X
2
( r∞r′
(logX)C/2−A
+
r′2
(logX)C−A
))
La conjonction (5.1) et (5.2) permet de montrer que le terme d’erreur de (2.4) est
O(Lε∞r
2
∞X
2(logX)3). En prenant C > 2, nous pouvons donc supposer que r′ ≪
r∞(logX)
C/2. En choisissant C > 2A, nous obtenons
S1(X) = vol(R)X2M(X;V ) +O(Lε∞r∞r′X2(logX)2 log logX),
avec
M(X;V ) :=
∑
d16Y
∑
d26X′
1/2
∑
d36X′
δ∈V
̺(d)
(d1d2d3)2
. (5.3)
Nous estimons S2(X) graˆce au Lemme 5 applique´ a` la re´gion
R(r′d3/X) := {x ∈ R : |Q(x)| > r′d3/X}.
Nous pourrons nous restreindre aussi a` l’ensemble x ∈ XR(r′2/(logX)2) de sorte
que nous puissions remplacer la condition (δ1, δ2, Q(x)/(2 logX
′) − δ3) ∈ V par
(δ1, δ2, 1− δ3) ∈ V .
Montrons la majoration
vol(RrR(α))≪ r∞
√
α, (5.4)
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avec α := r′d3/X. Nous avons a3b3 6= 0 avec la notation (1.2). Nous pouvons
supposer sans perte de ge´ne´ralite´ a3 > 0 et donc a3 > 1. Nous faisons le changement
de variable x′1 = x1 + c3x2/2a3, x
′
2 = x2. Lorsque x ∈ R r R(α), les nouvelles
variables ve´rifient
−α 6 a3x′12 − b′3x′22 6 α
avec b′3 := −(4b3a3 − c23)/4a3. Lorsque b′3x′22 6 α, on a |x′1| 6
√
2α et |x′2| 6 r∞ ce
qui fournit une contribution a` (5.4) infe´rieure a` 2r∞
√
2α. Lorsque b′3x
′
2
2 > α, on a√
a3|x′1| ∈ [v−, v+] avec
v− :=
√
b′3x
′
2
2 − α, v+ :=
√
b′3x
′
2
2 + α
On a
v+ − v− = v
+2 − v−2
v+ + v−
6
√
2α,
ce qui fournit une contribution a` (5.4) encore infe´rieure a` 2r∞
√
2α. Cela cloˆt la
preuve de (5.4).
En se restreignant encore a` r′ ≪ r∞(logX)C/2, nous obtenons
S2(X) =X
2
∑
d16Y
∑
d26X′
1/2
∑
d36X′
(δ1,δ2,1−δ3)∈V
̺(d) vol(R(r′d3/X))
(d1d2d3)2
+O
(
Lε∞X
2
( r∞r′
(logX)C/2−A
+
r′2
(logX)C−A
+ r∞r
′(logX)2
))
=vol(R)X2M(X;V ′) +O(r∞r′X2(R(X) + Lε∞(logX)2 log logX)),
avec
R(X) =
∑
d16X′
1/2
∑
d26X′
1/2
∑
d36X′
̺(d)
√
d3/X ′
(d1d2d3)2
et V ′ l’image de V par la transformation δ3 ↔ 1 − δ3. Nous montrons R(X) ≪
Lε∞(logX)
2. En effet, nous e´crivons ̺(d)/d1d2d3 = (h∗ r)(d) et nous intervertissons
les sommes. Il vient
R(X) 6
∑
k∈N3
ki6X′
1/2
k36X′
|h(k)|
k1k2k3
∑
m∈N3
mi6X′
1/2/ki
m36X′/k3
r(m)
√
m3k3/X ′
m1m2m3
,
avec i = 1, 2. La somme inte´rieure en m est majore´e par O(Lε∞(logX)
2) ce qui
fournit la majoration souhaite´e pour R(X) graˆce au Lemme 4. En rassemblant ces
re´sultats, nous obtenons
S(X;V ) = vol(R)X2(M(X;V ) +M(X;V ′))+O(Lε∞r∞r′X2(logX)2 log logX).
Pour estimer M(X;V ) de´fini en (5.3), nous utilisons un lemme classique concer-
nant la moyenne de convole´e de fonctions arithme´tiques.
Lemme 7. — Soient g et h deux fonctions arithme´tiques et C,C ′, C ′′ trois cons-
tantes telles que
∞∑
d=1
|h(d)| log(2d)
d
6 C ′′,
∑
d6x
g(d)
d
= C log x+O(C ′).
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Alors on a uniforme´ment l’estimation
∑
n6x
(g ∗ h)(n)
n
= C log x
∞∑
d=1
h(d)
d
+O(C ′′(C + C ′)).
Soit v une fonction de [0, 1] dans R continument de´rivable par morceaux de de´rive´e
borne´e. Alors on a uniforme´ment l’estimation
∑
n6x
(g ∗ h)(n)
n
v
( log n
log x
)
= C log x
∞∑
d=1
h(d)
d
∫ 1
0
v(t)dt+O(C ′′(C + C ′)).
Nous ne re´digeons pas tous les de´tails de la preuve de l’estimation de M(X;V ).
Nous renvoyons le lecteur a` la section 3 et reprenons certaines des notations de cette
partie. Lorsque ε > 0, on a
∑
n6x
rdisc(Q)(n)
n
= L(1, χdisc(Q)) log x+O(L
ε
∞)
avec χdisc(Q) = (
disc(Q)
n ). Nous appliquons trois fois le Lemme 7 pour estimer la
sommation en d1, d2 et d3 en choisissant pour g la fonction constante e´gale a` 1 pour
les deux premie`res et la fonction rdisc(Q) pour la troisie`me fois. Nous notons 1V la
fonction caracte´ristique des δ ∈ V .
Nous avons
M(X;V ) =
∑
d16Y
∑
d26X′
1/2
∑
d36X′
(h ∗ r)(d)
d1d2d3
1V
( log d1
logX ′
,
log d2
logX ′
,
log d3
2 logX ′
)
=
∑
d26X′
1/2
∑
d36X′
∑
e2|d2
e3|d3
rdisc(Q)(e3)
d2d3
×
∑
d16Y
∑
e1|d1
h(d1/e1, d2/e2, d3/e3)
d1
1V
( log d1
logX ′
,
log d2
logX ′
,
log d3
2 logX ′
)
.
Or la somme en d1 et e1 vaut, d’apre`s le Lemme 4 et le Lemme 7,
v
( log Y
logX ′
,
log d2
logX ′
,
log d3
2 logX ′
)
logX ′
∑
k1∈N
h(k1, d2/e2, d3/e3)
k1
+O
( ∑
k1∈N
|h(k1, d2/e2, d3/e3)| log(2k1)
k1
)
,
ou` v(x, t2, t3) :=
∫
t16x
1V (t1, t2, t3)dt1, donc
M(X;V ) = logX ′
∑
k1∈N
∑
d26X′
1/2
∑
d36X′
v
(1
2
,
log d2
logX ′
,
log d3
2 logX ′
)
×
∑
e2|d2
e3|d3
rdisc(Q)(e3)
d2d3
h(k1, d2/e2, d3/e3)
k1
+O(Lε∞(logX
′)2 log logX),
ou` nous avons utilise´ l’estimation
0 6 v(12 , t2, t3)− v(x, t2, t3) 6 12 − x.
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En re´ite´rant deux fois cette manipulation, nous obtenons
M(X;V ) = 2(logX ′)3 vol(V ∩ [0, 12 ]3)
∏
p
σp +O(L
ε
∞(logX)
2 log logX)
et
M(X;V ′) = 2(logX ′)3 vol(V ′ ∩ [0, 12 ]3)
∏
p
σp +O(L
ε
∞(logX)
2 log logX).
En utilisant la majoration (5.2) pour vol(R), et en observant que
vol(V ∩ [0, 12 ]3) + vol(V ′ ∩ [0, 12 ]3) = vol(V ∩ [0, 12 ]2 × [0, 1]) = vol(V ),
nous obtenons l’estimation recherche´e au The´ore`me 2.
6. De´monstration du The´ore`me 3
Notre de´marche est, bien entendu, d’appliquer le The´ore`me 2. La premie`re e´tape
permet de se ramener au cas ou` (Di, ℓi) = 1 et (D3, q) = 1. Avec la notation (2.9),
nous avons Λ(D;L1, L2, Q) = Λ(D
′;L∗1, L
∗
2, Q
∗), avec la notation (2.10). Posant
Λ
∗(D′) := {x ∈ Λ(D′;L∗1, L∗2, Q∗) : (x1, x2,D′1D′2D′3) = 1}, (6.1)
nous avons
Λ(D′) =
⊔
b|ψ(D′)
bΛ∗(D′′;L′1, L
′
2, Q
′)
et
ψ(D′) =
∏
p|D′1D
′
2D
′
3
pmax{vp(D
′
1),vp(D
′
2),⌈vp(D
′
3)/2⌉}
ou`
D′′ =
( D′1
(D′1, b)
,
D′2
(D′2, b)
,
D′3
(D′3, b
2)
)
et
L′i =
bLi
(di, b)
, Q′ =
b2Q
(d3, b2)
.
Il en de´coule
S(X,d,D;V ) =
∑
b|ψ(D′)
∑
x∈Λ∗(D′′)∩(X/b)R
τ
(L′1(x)
d′1
,
L′2(x)
d′2
,
Q′(x)
d′3
;V
)
ou`
d′ =
( d1
(d1, b)
,
d2
(d2, b)
,
d3
(d3, b2)
)
.
SoientD′ = D′1D
′
2D
′
3 etD
′′ = D′′1D
′′
2D
′′
3 . Nous partitionnons en classes d’e´quivalence
disjointes. Lorsque x et y ∈ Z2 satisfont (x,D′′) = (y,D′′) = 1, nous de´finissons la
relation d’e´quivalence par x ∼ y si et seulement s’il existe λ ∈ Z tel que x ≡ λy
(mod D′′). C’est une relation d’e´quivalence et les λ doivent ve´rifier (λ,D′′) = 1.
Nous notons U(D′′) cet ensemble de classes d’e´quivalence et pour tout y ∈ A fixe´
avec A ∈ U(D′′), il est facile de ve´rifier
A = {x ∈ Z2 : x ≡ ay (mod D′′) avec a ∈ Z ou` (a,D′′) = 1}.
Posant
V(D′′) = {A ∈ U(D′′) : A ⊆ Λ∗(D′′)},
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nous de´finissons pour A ∈ V(D′′) et y0 ∈ A
G(A) = {x ∈ Z2 : ∃a ∈ Z tel que x ≡ ay0 (mod D′′)}.
L’ensemble G(A) est un re´seau de dimension 2 de de´terminant D′′ et A = {x ∈
G(A) : (x,D′′) = 1}. Nous pouvons donc e´crire
S(X,d,D;V ) =
∑
b|ψ(D′)
∑
A∈V(D′′)
∑
e|D′′
µ(e)T (X,A, e;V ) (6.2)
ou`
T (X,A, e;V ) :=
∑
x∈Ge(A)∩(X/b)R
τ
(L′1(x)
d′1
,
L′2(x)
d′2
,
Q′(x)
d′3
;V
)
avec
Ge(A) = G(A) ∩ {x ∈ Z2 : e | x}
= {x ∈ Z2 : ∃a ∈ eZ tel que x ≡ ay0 (mod D′′)}.
Nous sommes ainsi ramene´s a` un comptage sur un re´seau de de´terminant D′′e.
Pre´parons maintenant l’utilisation du The´ore`me 2 pour estimer T (X,A, e;V ). Pour
cela, nous de´finissons E un changement de variables de sorte que
x ∈ Ge(A)⇐⇒ x = Ev avec v ∈ Z2,
ou` E = (e1, e2) est la matrice de changement dans une base minimale de vecteurs.
Ainsi |e1| et |e2| sont les minima successifs des normes des e´le´ments du re´seau Ge(A).
Puisque Ge(A) ⊆ δ(D), nous avons
δ(D) 6 |e1| 6 |e2|, |e1|.|e2| ≫ detGe(A) = D′′e. (6.3)
Posant R′E := {v ∈ R2 : Ev ∈ R/b}, nous avons
vol(R′E) =
vol(R)
b2 detE
=
vol(R)
b2D′′e
.
Nous pouvons e´crire
T (X,A, e;V ) =
∑
v∈Z2∩R′E
τ(M1(v),M2(v),M3(v);V )
avec Mi(v) = L
′
i(Ev)/d
′
i, M3(v) = Q
′(Ev)/d′3. Les quantite´s intervenant dans le
terme d’erreur du The´ore`me 2 satisfont les ine´galite´s suivantes. D’une part
r′(M,R′E) = sup
v∈R′E
max{|M1(v)|, |M2(v)|,
√
|M3(v)|}
= sup
x∈R/b
max{|L′1(x)|/d′1, |L′2(x)|/d′2,
√
|Q′(x)|/d′3}
= sup
x∈R
max{|L1(x)|/d1, |L2(x)|/d1,
√
|Q(x)|/d3}
= r′d(L1, L2, Q,R) = r′d,
ou`
r′d := sup
x∈R
max{|L1(x)|/d1, |L2(x)|/d2,
√
|Q(x)|/d3}. (6.4)
D’autre part
L∞(M) = max{‖Mi‖} 6 max{‖L1‖, ‖L2‖, ‖Q‖}‖E‖
≪ L∞(L1, L2, Q)D′′e 6 L∞D2.
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Enfin
r∞(R′E) = sup
v∈R′E
max{|v1|, |v2|} ≪ r∞(R)
b
=
r∞
b
.
Posant
σp(E) :=
(
1− 1
p
)3 ∑
ν∈Z3
>0
̺(pν1 , pν2 , pν3 ,M)
p2ν1+2ν2+2ν3
,
le The´ore`me 2 fournit lorsque r′dX
1−2ε > 1
T (X,A, e;V ) =2vol(R) vol(V )W (E)X2(log(r′dX))3
+O
(Lε∞Dε
b
(r∞r
′
d + r
2
∞)X
2(logX)2 log logX
)
,
avec
W (E) :=
1
b2D′′e
∏
p
σp(E).
Notre taˆche maintenant est de montrer que le nombre de termes somme´s dans le
membre de droite de (6.2) est petit.
Lemme 8. — On a
#V(D) 6 8ω(D1D2D3)a(D,∆),
avec la notation (2.12).
De´monstration. — La relation
#V(D) = ̺
∗(D)
ϕ(D1D2D3)
=
∏
pνi‖Di
̺∗(pν1 , pν2 , pν3)
ϕ(pν1+ν2+ν3)
permet de se restreindre a` des puissances d’un nombre premier p. De plus, d’apre`s
le Lemme 2, nous avons
vp(∆12) > min{ν1, ν2}, vp(∆i3) > min{νi, ν3}
a` moins que ̺∗(pν1 , pν2 , pν3) = 0. Examinons deux cas, les autres s’obtenant de
manie`re analogue. Lorsque ν1 > ν2 > ν3, le Lemme 2 fournit
̺∗(pν1 , pν2 , pν3)
ϕ(pν1+ν2+ν3)
6 pν3+min{ν1,ν2,vp(∆12)} = pν3+ν2 ,
ce qui convient. Lorsque ν3 > max{ν1, ν2}, le Lemme 2 fournit
̺∗(pν1 , pν2 , pν3)
ϕ(pν1+ν2+ν3)
6 8pν1+ν2pmin{[vp(disc(Q))/2],[ν3/2]},
ce qui convient encore.
En reportant dans (6.2), nous obtenons sous la condition r′dX
1−2ε > 1
S(X,d,D;V ) =2vol(R) vol(V )WX2(log(r′dX))3
+O
(
Lε∞D
2εa′(D,∆)(r∞r
′
d + r
2
∞)X
2(logX)2 log logX
) (6.5)
avec
W :=
∑
b|ψ(D′)
∑
A∈V(D′′)
∑
e|D′′
µ(e)W (E).
Nous introduisons la fonction multiplicative ψ0 de´finie par
ψ0(p
β1 , pβ2 , pβ3) = max
β6max{β1,β2,⌈β3/2⌉}
pmin{β,β1}+min{β,β2}+min{2β,β3}−2β . (6.6)
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On observe que lorsque D3 est sans facteur carre´, on a
ψ0(D1,D2,D3) = (D1,D2,D3). (6.7)
De plus, nous avons l’ine´galite´
ψ0(D1,D2,D3) 6 (D1D2D3)
1/2. (6.8)
conse´quence de min{β, β1} + min{β, β2} + min{2β, β3} 6 2β + (β1 + β2 + β3)/2.
Nous utiliserons
D′′b2 =
b2D′
(D′1, b)(D
′
2, b)(D
′
3, b
2)
>
D′
ψ0(D
′
1,D
′
2,D
′
3)
. (6.9)
Observons maintenant que la majoration
W ≪ Lε∞Dε
ψ0(D
′
1,D
′
2,D
′
3)
D′
a′(D,∆)≪ Lε∞Dεa′(D,∆) (6.10)
de´coule de la deuxie`me majoration du Lemme 4 et de la relation (6.9).
La quantite´ de´finie en (6.4) ve´rifie
r′
d1d2d3
6 r′d 6 r
′.
Puisque W ≪ Lε∞Dεa′(D,∆) d’apre`s (6.10), on en de´duit qu’on peut remplacer
dans (6.5) la quantite´ r′d par r
′. Sous la condition supple´mentaire r′dX
1−2ε > 1 nous
obtenons
S(X,d,D;V ) =2vol(R) vol(V )X2(log r′X)3W
+O
(
(DL∞)
εa′(D,∆)(r∞r
′ + r2∞)X
2(logX)2 log logX
)
.
(6.11)
Nous constatons que, lorsque d1d2d3 6 X
ε, la condition r′dX
1−2ε > 1 est une
conse´quence de r′X1−ε > 1. Il reste a` remarquer que si d1d2d3 > X
ε d’apre`s (5.1)
nous avons
S(X,d,D;V )≪ S(X)≪ Lε∞r2∞X2(logX)3
≪ Lε∞Dεr2∞X2(logX)2(log logX).
ce qui fournit (6.11) dans ce cas-la` puisque W ≪ Lε∞Dεa′(D,∆) d’apre`s (6.10).
Pour obtenir le facteur 1/δ(D) dans le terme d’erreur, il suffit de constater que
S(X,d,D;L1, L2, Q,R, V ) = S(X,d,D; δL1, δL2, δ2Q,R/δ, V ),
avec δ = δ(D). La valeur de r′ est alors inchange´e et la quantite´ r∞ est alors divise´e
par δ(D). Enfin, il est clair que les constantes obtenues dans le terme principal en
facteur de X2(log r′X)3 sont les meˆmes puisqu’elles ne de´pendent pas de X.
Il est utile d’avoir une majoration uniforme de S(X,d,D) := S(X,d,D; [0, 1]3).
Notre de´monstration fournit facilement la majoration suivante.
Lemme 9. — Soit ε > 0. Lorsque L1, L2, Q,R satisfont (H1)–(H3), d et D tels
que di | Di, on a
S(X,d,D)≪ (DL∞)εa′(D,∆)
(ψ0(D′1,D′2,D′3)
D′1D
′
2D
′
3
(r∞X)
2(logX)3 +
(r∞X)
1+ε
δ(D)
)
,
ou` D′ a e´te´ de´fini en (2.10) et ψ0 a e´te´ de´fini en (6.6) et satisfait (6.8).
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De´monstration. — Dans toute la de´monstration, nous omettons de signaler la de´-
pendance en V = [0, 1]3. Au vu de (6.2), il suffit de majorer T (X,A, e;V ). Posant
τ ′′(pν) :=
{
2, si ν = 1,
(ν + 1)3, si ν > 2,
(6.12)
nous avons
T (X,A, e;V ) 6
∑
v∈Z2
v1≪r∞X/(|e1|b)
v2≪r∞X/(|e2|b)
τ ′′(M1(v)M2(v)M3(v)).
Compte tenu de (6.3), le The´ore`me 1 de [1] fournit alors
T (X,A, e;V )≪ (DL∞)
ε
D′′b2
(r∞X)
2(logX)3 + (DL∞)
ε (r∞X)
1+ε
δ(D)
.
Ici, nous avons utilise´ les relations
δ(D, L1, L2, Q) = δ(D
′, L∗1, L
∗
2, Q
∗) 6 bδ(D′′, L′1, L
′
2, Q
′).
Puisque le nombre de termes somme´s dans (6.2) est O(Dεa′(D,∆)) et compte tenu
de (6.9), nous obtenons bien la majoration annonce´e.
La fin de la de´monstration du The´ore`me 3 est consacre´e au calcul deW . E´tudions
les termes somme´s dans σp(E). Nous rappelons les notations (2.7) et introduisons
les notations suivantes
µ′i = vp(D
′
i), µ
′′
i = vp(D
′′
i ), λ
′
i = vp(d
′
i), µ = vp(D), µ
′ = vp(D
′),
µ′′ = vp(D
′′), ε = vp(e), β = vp(b), ν = ν1 + ν2 + ν3
ou`, par souci de clarte´, nous avons omis d’indiquer la de´pendance en p de ces va-
luations.
On a
̺(pν1 , pν2 , pν3 ,M) = #(Λ′(pν1 , pν2 , pν3) ∩ B(pν1+ν2+ν3))
ou`
Λ
′(pν1 , pν2 , pν3) = {x ∈ Z2 : pνi+λi | pβLi(x), pν3+λ3 | p2βQ(x)}
et
B(pν) = {Ev : 0 6 vi < pν}.
Le the´ore`me de la base adapte´e permet d’affirmer qu’il existe une base (e1, e2)
de Z2 telle qu’il existe (δ1p
m1 , δ2p
m2) ∈ N pour lequel la famille (δ1pm1e1, δ2pm2e2)
est une base de EZ2 et (δ1δ2, p) = 1. De plus, on a δ1δ2p
m1+m2 = detE = D′′e et
donc m1 +m2 = µ
′′ + ε. Nous pouvons remplacer B(pν1+ν2+ν3) par
{w = w1δ1pm1e1 + w2δ2pm2e2 : 0 6 wj < pν}
puis par
{w = w1pm1e1 + w2pm2e2 : 0 6 wi < pν} = B′(pm1+ν , pm2+ν)
ou`
B′(pk1 , pk2) := {w′ = w′1e1 + w′2e2 ∈ EZ2 : 0 6 w′j < pkj}.
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Nous en de´duisons les relations
̺(pν1 , pν2 , pν3 ,M) = #
(
Λ
′(pν1 , pν2 , pν3) ∩ B′(pν+m1 , pν+m2))
=
#
(
Λ
′(pν1 , pν2 , pν3) ∩ B′(pν+m1+m2 , pν+m1+m2))
pm1+m2
=
#
(
Λ
′(pν1 , pν2 , pν3) ∩ B′(pν+µ′′+ε, pν+µ′′+ε))
pµ′′+ε
.
Nous re´e´crivons cette relation
̺(pν1 , pν2 , pν3 ,M)
p2ν1+2ν2+2ν3+vp(D
′′e)
=
#
(
Λ
′(pν1 , pν2 , pν3) ∩ B′(pν+µ′′+ε, pν+µ′′+ε))
p2(ν+µ′′+ε)
=
#
(
Λ
′(pν1 , pν2 , pν3) ∩ B′(pν+µ′′+1, pν+µ′′+1))
p2(ν+µ′′+1)
.
La dernie`re e´galite´ est un passage subtil de la de´monstration. Pour ε = 1, elle est
claire mais, pour ε = 0, il faut observer que les conditions incluses dans l’ensemble
Λ
′(pν1 , pν2 , pν3) ne de´pendent que de la valeur des coordonne´es modulo pν+µ
′′
. Nous
sommes maintenant en mesure de sommer par rapport a` A ∈ V(D′′) et e. Comme les
termes sont multiplicatifs, il suffit de sommer (−1)εσp(E)p−(vp(D′′e)+2β) par rapport
a` pβ, V(pµ′′1 , pµ′′2 , pµ′′3 ) et pε avec β 6 max{µ′1, µ′2, ⌈µ′3/2⌉} =: B′ et ε 6 max{1, µ′′}.
Cette somme vaut W =
∏
p wp avec
wp :=
(
1− 1
p
)3 ∑
06β6B′
∑
ν∈Z3
>0
̺′(pν1 , pν2 , pν3 ; pν+µ
′′+1)
p2(ν+µ
′′+1+β)
ou`
̺′(pν1 , pν2 , pν3 ; pk) = #{w′ ∈ [0, pk) : pNi | pβLi(w′), pN3 | p2βQ(w′), p ∤ w′}
avec la notation (2.7). La fonction ̺′(pν1 , pν2 , pν3 ; pk)/p2k ne de´pend pas de k pourvu
que k > ν + 1. Puisque µ′′ 6 µ′ +B′ − β, nous pouvons e´crire
wp :=
(
1− 1
p
)3 ∑
ν∈Z3
>0
∑
06β6B′
̺′(pν1 , pν2 , pν3 ; pν+µ
′+1+B′−β)
p2(ν+µ′+1+B′)
.
En faisant un changement de variables pβw′ = w, la valeur de β correspond a` la
valuation p-adique de
(
pβw′1, p
βw′2, ψ(p
µ′1 , pµ
′
2 , pµ
′
3)
)
. La somme inte´rieure en β vaut
donc
1
p2(ν+µ′+1+B′)
#{w ∈ [0, pν+µ′+1+B′) : pNi | Li(w), pN3 | Q(w)}
=
1
p2(N1+N2+N3)
#{w ∈ [0, pN1+N2+N3) : pNi | Li(w), pN3 | Q(w)}
puisque les conditions de divisibilite´ de´finissant cet ensemble ne de´pendent que des
valeurs des coordonne´es de w modulo pN1+N2+N3 . E´tant donne´ la notation (2.7),
nous obtenons bien wp = σp(d,D) la relation recherche´e.
7. De´monstration du The´ore`me 1
Dans toute cette partie, l’ensemble V est toujours [0, 1]3 et nous n’indiquons plus
ce choix. Pour relier T (X) au re´sultat e´tabli au The´ore`me 3, on commence par
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montrer une formule d’e´clatement qui pallie la non-comple`te multiplicativite´ de la
fonction τ .
Lemme 10. — Lorsque n = (n1, n2, n3) ∈ N3, on a
τ(n1n2n3) =
∑
d∈N3
didj |nk
µ(d1d2)µ(d3)
2ω((d1,n1))+ω((d2 ,n2))
τ
( n1
d2d3
)
τ
( n2
d1d3
)
τ
( n3
d1d2
)
,
ou` {i, j, k} = {1, 2, 3}.
De´monstration. — Nous partons de la formule
τ(nm) =
∑
d|(n,m)
µ(d)τ
(n
d
)
τ
(m
d
)
. (7.1)
Celle-ci se montre en remarquant que les deux membres de l’e´galite´ sont des fonctions
multiplicatives qui sont identiques sur les couples de puissances de nombre premier.
Ainsi
τ(n1n2n3) =
∑
d|(n1n2,n3)
µ(d)τ
(n1n2
d
)
τ
(n3
d
)
.
Le nombre de manie`re d’e´crire d = d2d1 avec d2 | n1 et d1 | n2 lorsque d est sans
facteur carre´ est e´gal a` 2ω((d,n1,n2)) = 2ω((d1 ,n1))+ω((d2,n2)). Il vient
τ(n1n2n3) =
∑
d1d2|n3,d1|n1,d2|n2
µ(d1d2)
2ω((d1,n1))+ω((d2 ,n2))
τ
(n1
d2
n2
d1
)
τ
( n3
d1d2
)
,
ce qui fournit la formule du lemme apre`s application de (7.1) avec n = n1/d2 et
m = n2/d1 pour calculer τ(n1/d2 × n2/d1).
Le lemme suivant permet de minorer δ(D) la quantite´ de´finie en (2.8).
Lemme 11. — Lorsque (D1,D3) et (D2,D3) sont sans facteur carre´, le ppcm[ (D1,D3)
(D1,D3,∆13)
,
(D2,D3)
(D2,D3,∆23)
,
(D1,D2)
(D1,D2,∆12)
]
est un diviseur de δ(D).
De´monstration. — Nous rappelons la notation (2.11). Nous avons les implications
d | L1(x), d | L2(x)⇒ d | ∆12(x1, x2)⇒ d/(d,∆12) | (x1, x2),
d | Li(x), d | Q(x)⇒ d | ∆i3(x1, x2)⇒ d/(d,∆i3) | (x1, x2)
si |µ(d)| = 1. Le re´sultat de´coule aise´ment de ces implications.
Appliquons maintenant le Lemme 10 aux termes somme´s dans T (X). Nous avons
T (X) =
∑
e∈N3
µ(e1e2)µ(e3)
∑
x∈XR
x∈Λ(e2e3,e1e3,e1e2)
1
2ω(k1)+ω(k2)
τ
(L1(x)
e2e3
)
τ
(L2(x)
e1e3
)
τ
(Q(x)
e1e2
)
ou` k1 = (e1, L1(x)) et k2 = (e2, L2(x)). Il vient alors
T (X) =
∑
e∈N3
µ(e1e2)µ(e3)
∑
k=(k1,k2,k′1,k
′
2)∈N
4
kik′i|ei
µ(k′1)µ(k
′
2)
2ω(k1)+ω(k2)
Te,k(X),
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avec
Te,k(X) =
∑
x∈Λ(e,k)∩XR
τ
(L1(x)
e2e3
)
τ
(L2(x)
e1e3
)
τ
(Q(x)
e1e2
)
,
ou` Λ(e,k) := Λ([e2e3, k1k
′
1], [e1e3, k2k
′
2], e1e2). Nous avons sous les conditions kik
′
i | ei
et |µ(e1e2)| = |µ(e3)| = 1, la relation Λ(e,k) = Λ([e2e3, k], [e1e3, k], e1e2), avec
k = k1k
′
1k2k
′
2. Ainsi la somme Te,k(X) ne de´pend que de k et, a` k | e1e2 fixe´, nous
avons ∑
k=(k1,k2,k′1,k
′
2)∈N
4
kik′i=(k,ei)
µ(k′1)µ(k
′
2)
2ω(k1)+ω(k2)
=
µ((k, e1))µ((k, e2))
2ω((k,e1))+ω((k,e2))
=
µ(k)
2ω(k)
,
puisque le produit e1e2 est sans facteur carre´.
Nous avons donc
T (X) =
∑
e∈N3
µ(e1e2)µ(e3)
∑
k|e1e2
µ(k)
2ω(k)
Te,k(X), (7.2)
avec Te,k(X) = S(X,d,D) et
d = (e2e3, e1e3, e1e2), D = ([e2e3, k], [e1e3, k], e1e2). (7.3)
Afin d’appliquer le The´ore`me 3, nous e´tudions chacune des quantite´s qui intervien-
nent dans l’e´nonce´. Puisque
e2 | (D1,D3), e1 | (D2,D3), [e3, k] | (D1,D2),
le Lemme 11 montre que[ e1
(e1,∆23)
,
e2
(e2,∆13)
,
[e3, k]
([e3, k],∆12)
]
| δ(D).
Puisque e1 et e2 sont premiers entre eux, nous obtenons
[e1e2, e3, k]
([e1e2, e3, k],∆13∆23∆12)
|
[ e1e2
(e1,∆23)(e2,∆13)
,
[e3, k]
([e3, k],∆12)
]
| δ(D).
Enfin la relation k | e1e2 fournit
[e1e2, e3]
([e1e2, e3],∆13∆23∆12)
| δ(D). (7.4)
Dore´navant, les formes L1, L2 et Q sont fixe´es et les constantes implicites dans les O
de´pendent des coefficients de ces formes et de supremum de la norme des e´le´ments
de R. Nous pouvons donc supposer que r′ ≪ r∞ ≪ 1 d’apre`s (5.2) et a′(D,∆)≪ 1.
Pour montrer une majoration de Te,k(X), on utilise la valeur de δ(D) = δ et on
somme les x en fonction de la valeur de (x1, x2) = δf avec f > 1. Il vient
Te,k(X) 6
∑
f∈N
∑
y∈Z2∩(X/δf)R
(y1,y2)=1
τ(δfL1(y))τ(δfL2(y))τ(δ
2f2Q(y))
6
∑
f∈N
τ(δf)4
∑
y∈Z2∩(X/δf)R
(y1,y2)=1
τ(L1(y))τ(L2(y))τ(Q(y))
6
∑
f∈N
τ(δ)4τ(f)4
∑
y∈Z2∩(X/δf)R
(y1,y2)=1
τ ′′(L1(y)L2(y)Q(y)),
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ou` la fonction τ ′′ a e´te´ introduite en (6.12). D’apre`s le Corollaire 1 de [1], la somme
inte´rieure en y est ≪ (X/δf)2(logX)3 ce qui fournit d’apre`s (7.4)
Te,k(X)≪ X2(logX)3 τ(δ)
4
δ2
≪ X2(logX)3 τ([e1e2, e3])
4
[e1e2, e3]2
.
La contribution des e dans la somme (7.2) de´finissant T (X) tels que e = e1e2e3 >
(logX)2 est donc majore´ pour tout ε > 0 fixe´ par
≪ X2(logX)3
∑
e>(logX)2
τ(e)8
e2
∑
m2|e
m2
≪ X2(logX)3
∑
m∈N
τ(m2)8
m2
∑
f>max{1,(log x)2/m2}
τ(f)8
f2
≪ X2(logX)3+ε/2
∑
m∈N
τ(m2)8
m2 + (log x)2
≪ X2(logX)2+ε,
ou` m = e/[e1e2, e3] = (e1e2, e3). Lorsque e < (logX)
2, le The´ore`me 3 fournit
Te,k(X) =2vol(R)X2(log r′X)3
∏
p
σp(d,D) +O
(eεX2(logX)2 log logX
[e1e2, e3]
)
,
ou`, dans la somme σp(d,D), le couple (d,D) est de´fini par (7.3). Comme D
′
3 est
sans facteur carre´, nous pouvons utiliser (6.10) couple´ avec (6.7). Nous avons
∏
p
σp(d,D)≪ Dεψ0(D
′
1,D
′
2,D
′
3)
D′
≪ e
ε(e1e2, e3)k
[e2e3, k][e1e3, k]e1e2
≪ e
ε(e1e2, e3)(e3, k)
(e1e2e3)2
.
Nous en de´duisons l’estimation
T (X) = 2vol(R)CX2(logX)3 +O(X2(logX)2+ε),
avec
C =
∑
e∈N3
µ(e1e2)µ(e3)
∑
k|e1e2
µ(k)
2ω(k)
∏
p
σp(d,D).
Nous nous consacrons maintenant au calcul de C. Pour des raisons de multiplica-
tivite´, nous avons C =
∏
p
(
1− 1p
)3
Cp avec
Cp :=
∑
ε∈{0,1}3
min{ε1,ε2}=0
(−1)ε1+ε2+ε3
∑
κ
06κi6εi
(−1/2)κ1+κ2
∑
ν∈Z3
>0
̺(N1, N2, N3),
avec
N1 := max{κ1, ε2 + ε3 + ν1}, N2 := max{κ2, ε1 + ε3 + ν2}, N3 := ε1 + ε2 + ν3
et
̺(n1, n2, n3) = ̺p(n1, n2, n3) :=
̺(pn1 , pn2 , pn3)
p2n1+2n2+2n3
.
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Pour simplifier les calculs nous fixons p et n’indiquons plus la de´pendance en p de
̺p. Nous intervertissons les sommations. Il vient Cp =
∑
ν∈Z3
>0
cp(ν), avec
cp(ν) =̺(ν1, ν2, ν3)− ̺(ν1, ν2 + 1, ν3 + 1) + 12̺(max{ν1, 1}, ν2 + 1, ν3 + 1)
− ̺(ν1 + 1, ν2, ν3 + 1) + 12̺(ν1 + 1,max{ν2, 1}, ν3 + 1)
− ̺(ν1 + 1, ν2 + 1, ν3) + 12̺(ν1 + 1, ν2 + 2, ν3 + 1)
+ 12̺(ν1 + 2, ν2 + 1, ν3 + 1).
Soit δ0 la fonction caracte´ristique sur Z>0 du point 0. Nous avons
̺(max{ν1, 1}, ν2 + 1, ν3 + 1) =̺(ν1, ν2 + 1, ν3 + 1)
+ δ0(ν1)
(
̺(1, ν2 + 1, ν3 + 1)− ̺(0, ν2 + 1, ν3 + 1)
)
et
̺(ν1 + 1,max{ν2, 1}, ν3 + 1) =̺(ν1 + 1, ν2, ν3 + 1)
+ δ0(ν2)
(
̺(ν1 + 1, 1, ν3 + 1)− ̺(ν1 + 1, 0, ν3 + 1)
)
.
Nous avons
cp(ν) =̺(ν1, ν2, ν3)− 12̺(ν1, ν2 + 1, ν3 + 1)
+ 12δ0(ν1)
(
̺(1, ν2 + 1, ν3 + 1)− ̺(0, ν2 + 1, ν3 + 1)
)
− 12̺(ν1 + 1, ν2, ν3 + 1)− ̺(ν1 + 1, ν2 + 1, ν3)
+ 12δ0(ν2)
(
̺(ν1 + 1, 1, ν3 + 1)− ̺(ν1 + 1, 0, ν3 + 1)
)
+ 12̺(ν1 + 1, ν2 + 2, ν3 + 1) +
1
2̺(ν1 + 2, ν2 + 1, ν3 + 1).
Nous observons des simplifications entre le premier et le cinquie`me terme avec une
contribution e´gale a`∑
ν∈Z3
>0
̺(ν1, ν2, ν3)− ̺(ν1 + 1, ν2 + 1, ν3)
=
∑
(ν,ν3)∈Z2>0
(
̺(0, ν, ν3) + ̺(ν, 0, ν3)− ̺(0, 0, ν3)
)
.
Nous observons des simplifications entre le deuxie`me et le huitie`me terme avec une
contribution e´gale a`∑
ν∈Z3
>0
− 12̺(ν1, ν2 + 1, ν3 + 1) + 12̺(ν1 + 2, ν2 + 1, ν3 + 1)
= −12
∑
(ν2,ν3)∈Z2>0
(
̺(0, ν2 + 1, ν3 + 1) + ̺(1, ν2 + 1, ν3 + 1)
)
de meˆme entre le quatrie`me et le septie`me. Nous obtenons alors
Cp =
∑
(ν,ν3)∈Z2>0
(
̺(0, ν, ν3)− ̺(0, ν + 1, ν3 + 1)
+ ̺(ν, 0, ν3)− ̺(ν + 1, 0, ν3 + 1)− ̺(0, 0, ν3)
)
=̺(0, 0, 0) +
∑
ν∈N
(
̺(0, ν, 0) + ̺(ν, 0, 0) + ̺(0, 0, ν)
)
.
Cela cloˆt la de´monstration.
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8. De´monstration des corollaires
8.1. De´monstration du Corollaire 1.— Une inversion de Mob¨ıus fournit
S∗(X,d,D;V ) =
∑
k∈N
µ(k)S(X/k,d,D; kL1 , kL2, k
2Q,R;V ).
Nous appliquons le The´ore`me 3. Nous commenc¸ons par estimer la contribution du
terme d’erreur. La valeur r′ associe´e satisfait
r′(kL1, kL2, k
2Q, k2R) = kr′(L1, L2, Q,R) (8.1)
et donc l’ensemble V est le meˆme pour tous les k. Pour chaque valeur de k, la valeur
de a′ associe´e est 6 a′(D,∆). Le terme d’erreur est donc
≪ (DL∞)εa′(D,∆)(kr∞r′ + r2∞)
X2
k2−ε
(logX)2 log logX.
La somme de ce terme pour k 6 K := logX est englobe´e dans le terme d’erreur.
D’apre`s le Lemme 9, la contribution des k ∈ (K, r∞X] est majore´e par
≪ (DL∞)εa′(D,∆)
(
(r∞X)
2(logX)3
∑
k>K
k−2+ε + (r∞X)
1+ε(logX)
)
≪ (DL∞)εa′(D,∆)(r∞X)2(logX)2+ε
ou` nous avons utilise´ r∞X > 1.
Il reste a` e´valuer la contribution du terme principal qui, compte-tenu de (8.1),
vaut
2 vol(R) vol(V )X2(log r′X)3
∑
k6K
µ(k)Wk
avec
Wk :=
1
k2
∏
p
(
1− 1
p
)3 ∑
ν∈Z3
>0
̺κ(p
N1 , pN2 , pN3).
Ici, nous avons κ = vp(k) et
̺κ(p
N1 , pN2 , pN3) =
#{x ∈ [0, pN1+N2+N3) : pNi | pκLi, pN3 | p2κQ}
p2N1+2N2+2N3
,
avec les notations (2.7). Nous pouvons conside´rer la somme entie`re (ie sans la
contrainte k 6 K) puisque, d’apre`s (6.10), Wk ≪ (DL∞)εk−2+ε. Nous faisons les
meˆmes manipulations qu’a` la fin de la de´monstration du The´ore`me 3 sans indiquer
les de´tails. Nous obtenons ∑
k∈N
µ(k)Wk =
∏
p
w∗p
avec
w∗p :=
(
1− 1
p
)3 ∑
ν∈Z3
>0
∑
κ∈{0,1}
(−1)κ ̺κ(p
N1 , pN2 , pN3)
p2κ
= σ∗p(d,D)
avec σ∗p(d,D) de´fini en (2.16) et (2.17). Lorsque vp(D) = 0, nous avons utilise´ le
fait que ∑
κ∈{0,1}
(−1)κ ̺κ(1, 1, 1)
p2κ
= 1− 1
p2
.
Cela ache`ve la preuve du Corollaire 1.
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8.2. De´monstration du Corollaire 2.— Pour un entier n ∈ N, nous de´signons
par P(n) l’ensemble des facteurs premiers de n. Nous utilisons la notation S =
P(∆12∆13∆23). Nous aurons besoin du lemme suivant.
Lemme 12. — Soit g une fonction multiplicative satisfaisant (2.19) pour un η0
fixe´. Il existe η1 ∈ (0, η0) tel que
∑
m,s∈N3
P(misi)⊆S
|µ(s1)µ(s2)µ(s3)||g(m1m2m3)|
(m1m2m3s1s2s3)1/2−η1
≪ 1.
soit borne´e.
Nous n’indiquons pas la preuve qui est imme´diate. Notons seulement que comme
S est fixe´, les si qui sont sans facteur carre´ sont borne´s.
Nous sommes maintenant en mesure de de´montrer le Corollaire 2. Introduisons
les entiers mi entie`rement de´finis par
P(Li(x)/mi) ∩ S = P(Q(x)/m3) ∩ S = ∅, P(mi) ⊆ S. (8.2)
Puisque (x1, x2) = 1, les Li(x)/mi et Q(x)/m3 sont premiers deux a` deux. Nous
e´crivons
g(L1(x), L2(x), Q(x);V )
=
∑
k|m1m2m3
ki=(k,mi)
(1 ∗ h)(k)
∑
qi|Li(x)/mi, q3|Q(x)/m3(
log k1q1
log r′X
,
log k2q2
log r′X
,
log k3q3
2 log r′X
)
∈V
3∏
j=1
(1 ∗ h)(qj)
=
∑
k|m1m2m3
ki=(k,mi)
(1 ∗ h)(k)
∑
d∈N3
(d1,d2,d3)=1
P(di)∩S=∅
h(d1d2d3)
∑
ℓidi|Li(x)/mi, ℓ3d3|Q(x)/m3(
log k1ℓ1di
log r′X
,
log k2ℓ2d2
log r′X
,
log k3ℓ3d3
2 log r′X
)
∈V
1,
ou` dans cette formule les mj satisfont les conditions (8.2). Nous pouvons alors e´crire( log k1ℓ1d1
log r′X
,
log k2ℓ2d2
log r′X
,
log k3ℓ3d3
2 log r′X
)
∈ V ⇔
( log ℓ1
log r′X
,
log ℓ2
log r′X
,
log ℓ3
2 log r′X
)
∈ V (k,d),
avec vol(V (k,d)) = vol(V ) +O(log(md)/ logX). Nous avons donc
T ∗g (X;V ) =
∑
m∈N3
P(mj)⊆S
∑
k|m1m2m3
kj=(k,mj)
(1 ∗ h)(k)
∑
d∈N3
(d1,d2,d3)=1
P(dj)∩S=∅
h(d1d2d3)
×
∑
x∈Λ(d)∩XR
(x1,x2)=1
P((L1L2Q)(x)/m1m2m3)∩S=∅
τ
(L1(x)
m1d1
,
L2(x)
m2d2
,
Q(x)
m3d3
, V (k,d)
)
=
∑
m∈N3
P(mj)⊆S
∑
k|m1m2m3
kj=(k,mj)
(1 ∗ h)(k)
∑
d,s∈N3
(d1,d2,d3)=1
P(dj)∩S=∅,P(sj)⊆S
h(d1d2d3)
× µ(s1)µ(s2)µ(s3)S∗(X,d′,D′;V (k,d)),
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avec
d′ = (m1d1,m2d2,m3d3), D
′ = (s1m1d1, s2m2d2, s3m3d3).
Nous choisisssons M = (logX)2/η1 avec η1 issu du Lemme 12. Nous appliquons le
Corollaire 1 lorsque di, si,mi 6 M alors que nous faisons appel au Lemme 9 sinon.
Rappelons que les si sont borne´s donc ils peuvent eˆtre pris 6 M . La contribution
du premier terme du majorant donne´ par le Lemme 9 avec le choix ε < η1/3 des
m, s,d tels que maxi{di,mi} > M est donc
6
∑
m,s,d∈N3
(d1,d2,d3)=1=|µ(si)|
P(di)∩S=∅,P(misi)⊆S
(mds)η1/2
logX
|g(m)h(d)S∗(X,d′,D′)|
≪ X2(logX)2+ε
∑
d∈N
|h(d)|
d1−η1
∑
m,s∈N3
|µ(si)|=1
P(misi)⊆S
|g(m)|
(ms)1/2−η1
≪ X2(logX)2+ε
avec m = m1m2m3, s = s1s2s3 et d = d1d2d3. Ici, nous avons utilise´ la majoration
τ(d)2 ≪ dη1/6.
Nous utilisons la relation md ≪ X sous la forme 1≪ (X/md)1−3ε. La contribu-
tion du second terme du majorant donne´ par le Lemme 9 des m, s,d est
≪ X1+ε
∑
m,d∈N3
(d1,d2,d3)=1
P(di)∩S=∅,P(mi)⊆S
|g(m)h(d)|(md)ε ≪ X2−ε
∑
m,d∈N3
P(m)⊆S
|g(m)h(d)|
(md)1−4ε
≪ X2−ε,
pourvu que 1− 4ε > 12 − η0.
Puisque vol(V (k,d)) = vol(V ) + O(log logX/ logX), la contribution du terme
principal du Corollaire 1 est
2 vol(R) vol(V )X2(log r′X)3C∗
avec
C∗ =
∑
m,s,d∈N3
(d1,d2,d3)=1
P(di)∩S=∅,P(misi)⊆S
g(m1m2m3)h(d1d2d3)µ(s1)µ(s2)µ(s3)W (s,m,d).
Ici, nous avons e´tendu la somme au maxi{di, si,mi} > M en majorant W (s,m,d)
graˆce a` (6.10). La meˆme me´thode que ci-dessus fournit un terme d’erreur acceptable.
Il reste a` ve´rifier la valeur de C∗. Posons
̺∗(pν1 , pν2 , pν3) =
̺∗(pν1 , pν2 , pν3)
p2ν1+2ν2+2ν3
(ν1 + ν2 + ν3 > 1)
et ̺∗(1, 1, 1) = 1− 1/p2. En e´crivant la somme de´finissant C∗ sous forme de produit
eule´rien, nous obtenons
C∗ =
∏
p
(
1− 1
p
)3
C∗p
avec C∗p ayant deux expressions suivant que p ∈ S. Lorsque p ∈ S, nous avons
C∗p =
∑
µ∈Z3
>0
g(pµ1+µ2+µ3)
∑
σ∈{0,1}3
(−1)σ1+σ2+σ3
∑
ν∈Z3
>0
̺∗(pN1 , pN2 , pN3)
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avec la relation Ni = max{σi + µi, µi + νi} alors que lorsque p /∈ S nous avons
C∗p =
∑
δ∈Z3
>0
#{i : δi>1}61
h(pδ1+δ2+δ3)
∑
ν∈Z3
>0
̺∗(pδ1+ν1 , pδ2+ν2 , pδ3+ν3).
Lorsque p /∈ S, nous avons ̺∗(pν1 , pν2 , pν3) = 0 quand #{i : νi > 1} > 2. Nous
obtenons apre`s changement d’indices
C∗p =
∑
ν′∈Z3
>0
̺∗(pν
′
1 , pν
′
2 , pν
′
3)
∑
δ∈Z3
>0
#{i : δi>1}61
06δi6ν′i
h(pδ1+δ2+δ3)
=
∑
ν′∈Z3
>0
̺∗(pν
′
1 , pν
′
2 , pν
′
3)
∑
δ∈Z3
>0
06δi6ν′i
h(pδ1+δ2+δ3)
=
∑
ν′∈Z3
>0
(g ∗ µ)(pν′1+ν′2+ν′3)̺∗(pν′1 , pν′2 , pν′3),
ou` nous avons utilise´ la relation h ∗ 1 = g ∗ µ. Graˆce a` (2.18), nous obtenons
C∗p =
∑
ν∈Z3
>0
ν1+ν2+ν3>1
g(pν1+ν2+ν3)
∑
σ∈{0,1}3
(−1)σ1+σ2+σ3̺∗(pν1+σ1 , pν2+σ2 , pν3+σ3)
=
∑
ν∈Z3
>0
g(pν1+ν2+ν3)̺†p(ν1, ν2, ν3).
Lorsque p ∈ S, nous obtenons apre`s changement d’indices
C∗p =
∑
N∈Z3
>0
̺∗(pN1 , pN2 , pN3)
∑
µ∈Z3
>0
µi6Ni
g(pµ1+µ2+µ3)
∑
ν∈Z3
>0
,σ∈{0,1}3
max{νi,σi}=Ni−µi
(−1)σ1+σ2+σ3 .
ce qui fournit encore graˆce a` (2.18) et une interversion des sommations
C∗p =
∑
ν∈Z3
>0
g(pν1+ν2+ν3)̺†p(ν1, ν2, ν3).
Notons µν(n) la fonction multiplicative en n de´finie, lorsque r = #{i : νi > 1},
par
µν(p
n) =


µ(pn), si n = 0 ou r 6 1,
−r, si n = 1, r > 2,
1, si n = 2, r = 2,
3, si n = 2, r = 3,
0, si n > 3, r = 2,
−1, si n = 3, r = 3,
0, si n > 4.
Lorsque p ∤ ∆12∆13∆23, la condition ̺
∗(pν1 , pν2 , pν3) 6= 0 implique µν(pn) = µ(pn)
et ainsi nous avons
(g ∗ µν)(pν1+ν2+ν3) = (1 ∗ h)(pν1+ν2+ν3).
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Or ∑
ν,σ∈Z3
>0
max{νi,σi}=Ni−µi
(−1)σ1+σ2+σ3 = µ(pN1−µ1)µ(pN2−µ2)µ(pN3−µ3),
et lorsque νj 6 Nj nous avons
µN(p
ν1+ν2+ν3) =
∑
µ1+µ2+µ3=ν1+ν2+ν3
µ(pN1−µ1)µ(pN2−µ2)µ(pN3−µ3).
Il est facile alors d’en de´duire la formule
C∗p =
∑
ν∈Z3
>0
(g ∗ µν)(pν1+ν2+ν3)̺
∗(pν1 , pν2 , pν3)
p2ν1+2ν2+2ν3
.
8.3. De´monstration du Corollaire 3.— Nous de´duisons le Corollaire 3 du
Corollaire 2 via une inte´gration par parties. Sa forme n’e´tant pas usuelle, nous
fournissons quelques de´tails. La formule
1
max{|x1|, |x2|}2 = 2
∫ X
max{|x1|,|x2|}
dt
t3
+
1
X2
implique apre`s une interversion de sommation l’estimation
T ′g(X;V
′) = 2
∫ X
1
∑
x∈Z2∩tR
(x1,x2)=1
g′(L1(x), L2(x), Q(x);V
′)
dt
t3
+O
(
(logX)3
)
.
Puisque la contribution des x ∈ Z2 ∩ t/(log t)R est majore´e par O((logX)3), on peut
remplacer la condition( log d1
log Y
,
log d2
log Y
,
log d3
2 log Y
,
log max{|x1|, |x2|}
log Y
)
∈ V ′
par ( log d1
log r′t
,
log d2
log r′t
,
log d3
2 log r′t
)
∈ Vt,Y
avec
Vt,Y :=
{
t ∈ [0, 1]3 :
(
t1, t2, t3, 1 +O
( log log(3t)
log(3t)
))
∈ log Y
log r′t
(V ′ ∩ V ′0)
}
.
Ici, nous avons utilise´ la relation log r′ ≪ 1. Puisque
vol(Vt,Y ) =
( log Y
log r′t
)3 ∫
(t1,t2,t3,log t/ logY )∈V ′∩V ′0
dt1dt2dt3,
le Corollaire 2 fournit alors
T ′g(X;V
′) = 2
∫ X
1
∑
x∈Z2∩tR
(x1,x2)=1
g(L1(x), L2(x), Q(x);Vt,Y )
dt
t3
+O
(
(logX)3
)
= 4C∗ vol(R)(log Y )3
∫ X
1
∫
(t1,t2,t3,log t/ log Y )∈V ′∩V ′0
dt1dt2dt3
dt
t
+O
(
(logX)3+ε
)
= 4C∗ vol(R) vol(V ′ ∩ V ′0(logX/ log Y ))(log Y )4 +O
(
(logX)3+ε
)
.
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